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I NEPHi)

(Mpedemasaeno axadesmuxon H. H. Tysunsn 1 XIT 1934)

B macromumefi saMeTke MH #MeeM B BHIV OTMETHThL HECKOIBEO HOBHX
pesyABTATOB, KaCAOIMXCA COOTRETCTBIA TPAHHN TpPH KOH(OPMHOM orobpa-
HeHHH. ‘

1. Beejem npensapnTelbHO HECKOIBLO reoMeTpuvecknx morarail. Ilyers
( ecTs MpOCTad SA¥EHYTAA ABAIATHY9ecKad Kpupas B mnockocrd z. (Q6ozwa-
aum uepes «(f) yroa, oGpasosaHEHil Kacareawnoil & C B Toure ! ¢ yeficTBH-
rearEO ockw0. OG0o3Hauun cooruercTBeERO depes m(C) n uepes M(C) snmanD
¥ BePXHIO0 TPAHUUN BHATEHHI HenpepHBHON (ynkmin a(f), Korxa ¢ OuncH-
BAOT B MOJOKATEALHOM Hampaslewmnm xpunyio C. %

llyers D npouseoapEan OFHOCBABZEAA OONACTE B IIOCKOCTH # I HyCTh I’
ecTs rpanuna .

OQnpenexenme 1. Mu cramem, uro D (uan T) npHEaIIERHT KIacCy

R(m, M), ecin, karosa On Hu Oblaa sauMpHyTas obxacte D), D, c D, scerxa
CymlecTBYeT OPOCTafd 3aMEEYTan aHaIHTW9ecEas Jumms ( Tagas, w9ro:
1) o6xacre, orpannuensas kpuBoii O, cogepmar D, 2) m< m(C), M= M(C).

Herpynmo yGemmreca, 4To BeAKaA BHIOVEIAA 00JaCTh [ PUHANLIEKHT
E1ACCY (O, 3%), wro BecaKaa BBeapHAs 001aCTh NPHHANICENUT EIaccy
B(—=, 3m).

Onpenenenmne 2. Ilyern 4 ecrs Toura I'. ME ckameM, 910 Touka A
TOCTHKUMa YIIOM, €CaH CYILeCTBYeT CeKTOp © BepmHHOH B A I UpPuBamTe-
maurait D.* Mur ckamem, uto Touka A JocTmmEMA OTPesKOM, ©CIH CymLe-

creyer mpamoaaHelinui orpesok AB ¢ rommom A, nprmagnexammit D.

Ilpumenss teopemy Pary © CYUIECTBOBAHMM IIpeleNhHEX SHaYeHEH
PyHKIHEE NpaBUILHON W rpanudeHHOH B eIHHMIHOM EpPyre, BETPYAHO LOAY-
TATE CAENY TN pesyanbTar.

Teopema 1. FKecxu obxacrrs [ npusagmemmrT Exaccy I (m, o),
m > — oo, nau knacey B (— co, M), M > oo, To mpm xordopMHOM OTOGpAaKe-
Bon obxacta ) ma Kpyr wumeem: 1) MHOmecTBY Todek rpammnul ), me mOCTH-
REMHX YriaaMu, OTBeYaeT Ha OKPYKHOCTH MHOMKECTBO MePH HYIb; 2) MHOEE-
eTBY TOYex TrpaEmmu [), oOpasyIONX MAOKECTBO ITAHeHHON MepH HYIB,
OTBEYAeT HA OKPYEHOCTH MHOEECTBO MOPH HYIb.

Pacesmarpusaa o6ractz waxacca I(m, M), m>— co, M< oo, MOKHO
NOJYYHTH CAeAVIOINHN Golee TOYHEIHA pesyubTar.

Teopeuma 2. Ilyers I' ecrs rpakum: ofEocEasHOI obnactn D, npuuai-
nexameli kaaccy R(m, M), m >—co, M < oo, n nyers I ecTb MHEOKeCTBO
Todek I', KOTOpHE MOKHO S3aKJOUIHTE B KOHeYHYIO CHCTeMY KPYros, CyMMa
AHAMETPOB EKOTOPHX He Goarme g ¢ >0. Ecau D cozepmar kpyr 2| <1,
T0, mpa KOH(opvHOM ortobpamenmu, = f(2), {(0)==0, D ma xpyr |w| <1,

* 3a mavannmoe jmaueHAe «f) IPAEAMACTCH YroJ, 3aKIl0UeHRHET Mexmay U m .
** Oro onpepenernne nparagtexnr B, H. Benunavunony (1).
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uuomecTBY E orBeuaer Ha okpy®EOCTH |0 | = 1 MHOKeCTB0 ¢ MepH He Goablle
97ed, rie § HOMOKATETRHA KOHCTAHTA, BABMCAILAS TOubko ot m u M.* )

Mue ramercs BEpOATHHM, 9TO TEOPEMA COXP&HIOT CHAY, €CJdH BMECTO
gaxacca K (m, M) Baare Enace R (m, =), m >— co.
| 2. 3aMeTHM, 4TO He TOIRKO Teopema 2, HO u reopema 1 TepswT cuay,
ecan BMecro kxacca [fi{m, M) Baate rxacc fi(— oo, o) (COBOKVOHOCTE Beex
ONHUCBH3HEX o0xacreli), **

Teopewma 3. Cymecraver Taxas obaacts Hopnara D, u ma rparnge 1),
Takoe MHOEeCTBO J JuHeliHOll MepH Hydb, 970, DpH KoB(OPMHOM 0TOGpaEe-
ann o6mactn [), Ha Xpyr, MHOKeCTBO £ 11epeX0lUT B MHOKECTBO [OJ0KUTENb
BOI MepH.

Teopema 4. Cymecrnyer ranas obracrs lloprasa D,, wro, npu Kon-
$opuron orodhpamennn D, ua Kpyr, MHOKECTBO ToueK rpaHuus f),, pocru-
EAMEX OTpesKaMu, MePeXodiT B MUOKeeTBO MePH HY.Ib, ¥

3. OTM_BTTIH B daKJKYYeHHe elle TBa: EIEEYJIIJTELT&? KacaplmHeCcH BDHPOC&
O COQTBETCTBMH I'PAHHI B cay4ae, xorja I' ecTh copsMadeMas KpuBad.

Teopema D.*¥* JIvere D cogepmur kpyr |2, <1 un nycrs ['—rpa-
uuna J-—ecrh cupavasemas npmpas Zuuen [ I rakoMm caydae, npu kKoH-
dopmuoM oroGpawennnn, w=Ff(2), f(U)=0, D na spyr |w| <1, unomecray K,
mes E=0, rpauunu I', orregaer Ba OEPY/KHOCTH MHOKECTBO &,

mes z < —E—J .
llogz —+1

rne E cCTE abcoamwraan HOTT(.‘-TS..U@.

Teopewma 6. Ecan B yeaoBusx reopeMst D JOHOJHUTENBHO JOIYCTHTE,
970, KakoBa OW HW 6waa xyra y, ¥ CI, OrHOmIeHIle JIEHE y K €€ JHaMeTpy
He Oombme p, p > (), Torgan, Npu KOHPOPMEOM oTo pakesuy, 1= f(2), flU)=0,
D wa xpyr muomecrry I, mes F <z, orpedaer Ha OKPYHRAOCTE MHOKECTBO O,

mes & < 2xe’,

rme 8 8aBUCHT TOJABKO OT J.

HucTHTYT MaTCMATHEH I} ME@XABHEH ; Hoerytiuao
MocioBcioro rocylapcTBeHHODG 1 X1I 1954,
YHHBEPCHTETA.

MATHEMATIOUES

SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS UNIVALENTES
Par M. LAYRENTJEV
(Présenié par N. Lusin, de ' Académie, le 1. X11. 1934)

Le but de cette Note est d'indiquer quelques résultats sur la corres-
pondance des frontiéres dans la représentation conforme d'un domaine
rsimplemenr connexe sur un Gerﬂlﬂ.

1. Introduisons quelques définitions géomdtriques. Soit C une courbe
simple, fermée et analytique, contenue dans le plan 2=z -1y, ¢ étant uu
point quelconque de C, désignons par % (t) 'angle formé par I'axe réel et la

* Mmomecrso F mMmeer NAHENBYI0 MePY BYAb, €CIH, EAEOBO 0K HH GLIa10 YHCTO ¥,
7 > U, cymecTByer KOHEuHA# CHCTEMa KPYros, noipmpammux K. ¢ cymMoii nmamerpos,
paBHOH 7.
** HemoamommoCTE 5TOI0 0Go6menna 1ad Bropoll wacrTa Teopemu 1 6maa ykasasa
B. H. Benmaunuopuy (2).
*¥% IIpo6aeva o cymmecTBORANHEY 00.1acTh L, OHaa noctasiena akan, H. H. Jlyanmsnr,
HAEE Oro mpernomenne spaseTca obobiuenuen onsoi Treopems asan. H. H. Jysana-
H. H. Ilpusanoea: ecanm mes £ —=0, o mes £ =0,
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tangente 7' de { menée par le point & Désfignons par m(C) et M(C) res-
pectivement la borne inférieure et la borne supérieure des valeurs de
la fonction continue a(f) quand ¢ décrit C dans le sens positif.*
Soit I un domaine simplement connexe et soit ' la frontiere de D,
Définition 1. Nous disons que I' (ou D) appartient a la classe

R (m, M) si, quel que soit le domaine fermé D, D), C D, il existe une courbe
simple fermée analytique C, telle que 1) le domaine limité par C contienne
D, 2) m< m(C), M= M(C).

1l est facile de voir que chaque domaine convexe appartient a la
classe R (U, 3%) et que chaque domaine étoilé appartienne a la classe
R(—m=, 3=).

Définition 2. Nous disons que le point A de I' est atteint par un
angle g'il existe un secteur contenu dans I) et dont le sommet soit au
point A

Nous disons que le point A4 est atteint par un segment, s'il existe un
point B tel que lintervalle | AB| appartienne a D.

En appliquant le théoréme connu de Fatou sur l'existence des valeurs
limites d'une fonction quelconque régulitre et bornée dans le cercle unité,
il est facile de démontrer la proposition suivante:

Théortme 1. Silafrontiere I' d'un domaine simplement connexe D
appartient i la classe Ii(m, o), m >— oo, alors dans la représentation
conforme de D sur un cercle: 1) i I'ensemble des points de T' qui ne sont
pas atteints par des angles, il correspond sur la circonférence un ensemble
de mesure nulle, 2) & l'ensemble des points de T' qui forment un ensemble
de mesure lindaire nulle, il correspond sur la circonférence un ensemble
de mesure nulle.

En considérant des domaines de la classe It (m, M), m > — oo, M < oo,
on peut obtenir une proposition plus précise.

Théoréme 2. SiT appartient & la classe R (m, M), si D contient le
cercle | 2| <C 1 et si la mesure linéaire d'un ensemble F de I' est plus petite
que =% >0, alors dans la reprdsentation conforme w=f(2), fi0)==0,
du domaine I sur le cercle |w|<{1 a l'ensemble FE il corre~pond sur la
eirconférence |w| =1 un ensemble de mesure plus petite que 97ed ol § ne
dépend que de m et M, 0 <3. ) ;

2. Remarquons qu'ow ne peut pas géndraliser le théoreme 1 ni, a for-
tiori, le théortme 2, en remplacant la classe Il(m, M) par la classe
R (— oo, ) (tous les domaines étant simplement connexes), ¥

Théoréme 3. Il existe un domaine Jordanien D, et un ensemble K
de mesure lindaire nulle, appartenant & la frontiere de 11)1, tels que dans la
représentation conforme de Jj sur un cercle i 'ensemble F il corresponde
un ensrmble de mesure positive.

Théorime 4. Il existe un domaine Jordanien D, tel que dans la
représentation conforme de I), sur un cercle a 'ensemble des points qui
sont atteints par les segments, il corresponde sur la circonfiérence un en-
semble de mesure nulle =

* Pour la valeur initiale de «(¢) on prend l'angle qui est compris entre U et 7.
## Cette détinition appartient a V. Veniaminoft (1).

*+ La mesure linéaire de I est plus petite que e 8'il existe un ensemble fini de
cercles !ep} tels que 1) chaque point de E appartienne o ¢f, 2) la somme des diametres
des ¢ soit plus petite que ¢ .L'ensemble K a la mesure lineaire nulle, si quel gue soit ¢,
e = (), la mesure linéaire de E est plus petite que &.

*33 ['impossibilité de cette généralisation pour la deuxiéme partie du théoréme 1
a4 eté indiquée par V. Veniaminoft (2).
*#%%:4% T probleme (e 'existence du domaine Dy a été posé par N, Lusin.
1*



3. En considérant, au lieu des classes R (m, M), des domaines bornés
par des courbes rectifiables on peut obtenir des théorbmes analogues au
théordme 2.

Théordme D.* Si D contient le cercle |2 <1 et T est une courbe
rectifiable, dont la longueur ne dépasse pas /, alors dans la repré<entation
conforme w={(2), f(0)=0 de D sur le cercle |w|<1 & I'ensemble E de T,

mes F < ¢ il correspond sur |w|=1 un ensemble &,
’ Kl
mes ¢ —_— .
Lloge[ +-1

ou K est une constante absolue.

Théoréme 6. Si dans les conditions du théoréme 5 nous supposons
d’ailleurs que quel que soit I'arc v de T' le rapport de la longueur de cet
arc & son diametre est inférieur & p, p >0, alors dans la représentation
conforme w=/f(2), f(0)=0 de D sur le cercle |w|< 1 & l'ensemble E de T,
mes E <« il correspond sur [w|=—1 un ensemble &,

mes & < 2,
ol & ne dépend que de p.
Institut de Mathématiques et de Mécanique Manuscrit regu
de I"Université M .scou. le 1. XTI. 1984.
IIHTHPOBAHHASA JUTEPATYPA — LITTERATURE CITEE
1V.Veniaminoff. C. R, t. 180, p. 114. 2 Ibidem, p. 115.

MATEMATHEA

0. K, BITOMHPCENI

0 RIACCHOHRAIIHH KYBHYECKHX ®OPM
(ITpedemasaeno axademuxon H. M. Buxopadoews 2 XI11 1934)

Pesyapratsr Qitsermrefina (') m Apuara(*) OTHOCHTeNbHO CBSBM 3aJa4l
EnaccH@HEATBEN Ey6udeckux Gopu ¢ sarauell yTpoeHdA KBAIpaTHIHEX GopM
MOTYT OHTH MOJAY9YeHH METOJaMH TeOMeTpHH 4Yuced. Apadumernueckan U aj-
refpandeckas NMPAPOAA BONPOCA BHACHAETCH IPH 3TOM ropasgo raybxe, seu
¢ MOMOMIbK BJIEMEHTAPHHX MEeTOTI0B.

§ 1. Kanace ¢ xySauecknx gopm.

f(X,Y)=a, X*+a, X2Y +-a, XY?+4-a, ¥*
¢ MeJEMd PATHOHAILHEME KoppPHuHeATAMH H OTIHYHHM OT HYJIS JAHCEPH-
MAHEAHTOM d MOXeT OHTR IPEICTABISH TeOMETPHYECKM ClefymaM 06pasoM.
BuGepen uz xaacca ¢ raxyo ¢opuy (X, Y), naa woropodt a,40, az40.
[lyers 6yayr «, §, v kopsn ypasmenus { (U, 1)=0 B kaxom-subyan onpeje-
JesHoM nopsxke. Ilosomuy

Ty=aa%, Y= H=0Y; Bg= 00 Y=l H=0,0;
=, Xva, Y+ 7, y=y, X+y,Y+2 =z, X+2, Y+ Z
rie X, Y, Z— BcesoaMomnHe INelHe panHoEalbEme wHcia, COBOKYIHOCTH
rouek (%, y, 2) 06pasyeT Toria TPexXMepHOe Eoabno A, ecaw sa ompelelrenne
CAOMOHHS M YMHOEOHHAH TOYeK npaMeM (opMyaw

(x, 9, )+, ¥, H=(@+2, y+ v, 2+ 2

F [ L} [ # [} ¥ Fa

@, ¥, 2) (%, ¥, 2)=(2%, yy, #2¢).

* Cette proposition est une géndralisation d'un théoréme de N, Lusin et J. Privaloy
gi mes B =0 alors mes & = 0.
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