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SUR L'EXISTENCE DE LA DÉRIVÉE-LIMITE ;

PAR MM. P. BESSONOFF ET M. L A V K K N T Œ F F .

I. Dans cel article nous nous proposons d'établir quelques pro-
positions de la théorie des représentations conformes. Il s'agit des
questions concernant la correspondance entre les frontières quand
la nature de ces frontières satisfait à quelques conditions restric-
tives. Nous prenons le cercle comme un dos deux domaines pour
fixer les idées. Quant à l'autre nous supposons qu'il est limité par
une courbe simple de Jordan.

Nous commençons par les notations dont nous aurons à faire
usage dans la suite.0

Soit w =y(^) une fonction réalisant la représentation conforme
du domaine D sur le cercle-unité. Le point w = o , centre de la
circonférence, est homologue de ^o» ainsi que z et w sont deux
points homologues des frontières T et y du domaine D et du cercle.
Si 5i z.^ et (V) Wa sont deux arcs correspondants des frontières, nous
désignons par ^s et Ao- deux segments de ces arcs contenant toujours
les points fixes et homologues z et w. Nous établissons quelques
propositions sur l'allure du rapport . » z étant un point fixe. Nous
établissons les conditions géométriques dans lesquelles la

\svaleur . tend vers une limite finie (différant de zéro) et dans les-
quelles il existe une « dérivée-limite ».

Il y a des résultats concernant la dérivée-limite publiés par
M. V. Weniaminoff (1) . Il s'agit des conditions pour l'existence
d'une dérivée-limite sur un ensemble de mesure positive. C'est le
point de vue intégral. D'autre part ( 2 ) quelques théorèmes ont été
énoncés sur l'allure du rapport . en un point de la frontière. Dans

( 1 ) V. WENIAMINOFF, Sur la dérivée-limite d'une fonction analytique
(Comptes rendus, t. 180, p. n4); Sur quelques propriétés de la dérivée-limite
{Comptes rendus^ t. 180, p. 9o>) .

(2 ) M. LAVRENTIEFF, Sur .la représentation conforme (Comptes rendus
du 7 juin 1917, t. 184, p. \/\^).
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ce qui suit nous éludions toujours les propriétés différentielles de
la frontière. Le lemme 1 rend immédiats quelques résultats publiés
sans démonstrations ( * ).

Nous commençons par établir une proposition très simple qui
nous sera utile dans la suite et que nous appelons « principe* de
localisation ».

H. Principe de localisalion. -— Soit D un domaine limite par
une courbe de Jordîin simple et fermée. Faisons la transformation
conforme du domaine D sur le cercle-unité. Diaprés la transforma-
tion, un point ^ du domaine I ) correspond au centre du cercle
(F _-? o et un point z de la frontière F correspond à un point <r de
lu circonférence [ <r | < i . Entourons le point z d 'un cercle de
rayons o. Ce cercle coupe la frontière en une infinité dénombrable
d'arcs. Nous en désignons une qui contient le point 5, par ^i^ . j .
Soient t i ' i et tï^ 1e8 points homologues (d'après la transformation)
de 5i et 3.^.

Principe. — On déforme la frontière et l'on déplace le point c.o
d'une manière arbitraire à l 'extérieur du cercle de rayon p entou-
rant le point z. On fa i t la représentation conforme du domaine
transformé sur le cercle I <r [ << i . Alors, en conservant les notations
du numéro I , on peut aff irmer que les propriétés suivantes
subsistent après les déformations :

i" L'existence des bornes supérieure et inférieure du rapport ;

2° L'existence de la l imi te : lim . ;

.1° L'existence de la dérivée-limite au point 3 ;
y Les propriétés i ° et 2° en chaque point d'un intervalle ^\ z[,

[^i ^_> C^ ^i ^aL
5° La continuité de la dérivée au point 3;
6° L'existence et la continuité de la dérivée seconde au point z.

Soient D un domaine limité par la courbe F et \v=j\z) une
fonction réalisant la transformation sur le cercle | <v \ << i . Suppo-
sons que
( a ) <.<^<^<X

( l ) M. LAVRENTIEFF, /oc. ci7.
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pour un point *; de la frontière. Faisons la déformation de la fron-
tière qui remplace un arc L de la frontière par un autre /, passant
par les mêmes points delà frontière, mais contenu dans le domaine
D. Désignons par D'le domaine transformé. Dans le cercle | ( r j << i
nous avons un arc A homologue de / diaprés la transformation
„•=/(=).

Faisons la transformation conforme de la partie du cercle,
limitée par Fîirc À et correspondant à D\ sur le cercle i z ' <; i du
plan des s''. Soit ^ '===<o( (^ ) la fonction réalisant cette transforma-
tion et o = = < p ( o ) . Alors, la fonction z == ?[/(^)] opère la trans-
formation du domaine D' sur le cercle-unité. Soit Ao-' l'arc corres-
pondant à as d'après cette transformation.

En vertu du principe de Schwarz il y a une dérivée — sur l'arc
A(X' de la circonférence

d^
dw

\\ (o< \ <oo).

Considérons Fégalilé
1s ^ AA A<T
A^ ^ A? A?'

D'après ((3) :
. A c r

o < / / / i < -.—, ,̂ 'Vli.A<J
D'après (a) :

o</.<^M.

Il en résulte

o<n<^<N.

On a le même résultat quand on déforme le domaine en y ajou-
tant une partie du plan au domaine D.

Des raisonnements pareils nous montrent que le rapport . reste

borné après un déplacement du point ^o (homologue de w == o) à
l'intérieur du domaine D.

Nous n'insistons plus sur ce point. Toutes les propriétés diffé-
rentielles mentionnées dans renoncé du principe se démontrent
parle même procédé, c'est-à-dire en faisant la double représenta-
tation conforme et en utilisant le théorème sur la dérivée de la
fonction composée.
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III. Quelques propositions préliminaires :

a. Considérons le demi-plan Lr > — y , . Enlevons de ce demi-
plan le rectangle dont les sommets sont : A ( — Ï , — y < ) , B(—;, o),
C(t, o), D(E, — y ^ ) cl faisons la représentation conforme du
domaine qui reste sur le demi-plan \z > o, en faisant correspondre
z -= / à \v == i ' .

Soient a, b^ c, d les point homologues de A, B, C, D. Sup-
posons que "i tend vers zrro et mie

.Vo//.s- allons démontrer <fne

lim - = l ( - 1 lii» — — À (o</ .<x) .
^ —•• ne cf! ^

xNous posons hc = 25, cd=ah==£.^ et nous supposons que
1 Origine est au milieu de a/^.

Alors, il suffit de démontrer que

L;i fond ion réalisant la représentation est la suivante :

, ^f\/ZI'^FI^^Jo V •^—' i -4-?»'-'
ou le> nombres G, £, 9 satisfont aux conditions suivantes :

fu ^•cfi/""77^7""^.
^ V ^ -<- ( [ -4- ?)• ' • ^

^> • • ^^ç\/—}-=-^—^'J \/ d ^ s r-î—./•••'

' r 3 > ^^c^'^./—i7^—^^.
.7, V7 ( i ^ ? r2 — .y-i

D'a()rés (^), nous avons

-. - • • • - , - . r^'^ /—'r^'i—. :,. / v..^-^^ • .,.'
( 1 1 1 1 — — — - — — — — -KO:s- .[\/^^--
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donc

lim © =_ o.
',=0 1

D'aulre pari on a, diaprés ( i ) ,

,^ ç\/~z^±^^.
î .7,, \ '''ï ^- s2 ( i -t- ? )2

La fonction i/ -,——^—£—^.; élant bornée dans l'inlorvallc (o, i)

et (cndant vers un, si e tend vers zéro, on aura

I i ni — =- i .
<;--o e

La fonction 1/;—I—-^——; étant bornée dans rinlervalle (o, i)y (i -t-?^—./-2 , x ,5 /

et tendant vers i , on a, diaprés (2),

l im' == lim^ = r.
^ot- $=o£

Evaluons maintenant la valeur T)

'̂̂ ^v..-^^^_
^cf'^V —• i/ J - - 1 ^

Jl \ 1 4 ' ? — — - C V 1-r ®-T-^

^l+ap /—ï~ir,—c^ / t / x_—^ o).
—J, V ( i -+ -? )—. r

Changeons la variable x — i == ^y

r^^f^^dy^^.

Il s'ensuit
,. •̂  .. f[ 3Îlun -̂ - = hm — = - •

G y 29 '2

( ' ) Nous écrivons

au lieu de
/(.c)^<p(a?),

lim^>=..
<p(a?)
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On fait de la même manière la représenlalion conforme du demi-
plan supérieur limité par le contour polygonal MABCDN

iVI»——.30, T| ), \ ( — — ; , T. ), 1 5 ( — — S . 0 ). C< Ç. 0 ), l^^. '^J. M (X . T( ).

Des raisonnements tout à fait analogues nous donnent les mêmes
correspondances entre les serments au voisinage de l^orieine.

Nous avons les mêmes égalités

liiij ^ = i. lim — -=- '—•

b. Pour nos reciierches nous utilisons comme un instrument une
courbe dont nous savons représenter l ' i n té r i eur sur un demi-plan
par une fonction effectivement connue.

I l s'agit de la fonction

»r ^ 3 -4- j'-^ ( o < a< i ».

Ou représente le demi-plan R^ > o au moyen de la branche qui
(a i l correspondre la partie droite de l'axe réel à celle du plan des \v.

L'axe imaginaire du plan des 3 correspond à la courbe en question
du plan des ir.

Soil z =- o .^ 2

// -A^ /('^=- ^ (s, i c-31 ros '- 2 ±: / •'in " a {
^ ' ( • 1 / • > ] \

»'-^ •J: . { l -^^ ro-. ^ a).

Cette courbe, symétr ique par rapport a Faxe réel, est régulière
p a r l o u t . Au point z == o, où elle n'est pas analyt ique, la fonction
\v == 3 4- 31+a a une dérivée, par conséquent le rapport des arcs
correspondant au voisinage de l'origine dans les plans z et (r reste
borné et tend vers une limite U n i e égale à i -4-( i ^a )^! . Les
nombres r et u étant les coordonnées d'un point de la courbe que
nous .ippelons « courbe auxil iaire Car » on a au voisinage de
l 'origine

: Â'^ f /» == COUSt . ).?(,+^.,>,^)
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Nous avons évidemment

I iin — -=-- i,
p.-:o?

el par su i te au voisinage de l'origine

//- ^ À - 1 c p.^ — ' •

La fonction ir ==3-)- 31 + a opère la représentation conforme du
demi-plan Hs^>o sur le domaine concave limité par la courbe
auxiliaire Gac.

La fonction inverse de ir == 3 -(- ^ l+a fait la représentation con-
forme du demi-plan R (P ^> o sur un domaine convexe D limité par
une courbe, semblable à la courbe auxiliaire Cac, et que nous
appelons « courbe auxiliaire C^/ ». En désignant par R et ^ le
module et Parfument de iv on a

H <cos<[> -̂  i sin<I>) •=. p ( rosç -t /sinî ) -f- p 1 -+-a[cos(l 4- a )o -<- î si 11 (1»^ - a ) ® ] ,

1< ros <P —- ? cos ç -4- p '+ a cos ( i 4^ a ) ® -

1< silit^ =-=- p s il» s '+ c,1"1"31 sin( i -+• a )o .

L'axe imaginaire du plan des w correspond à

0 -: p [ COS S -^- ^a COS ( I -{- 3, ) Ç |

jh' 1< — ? [ s i il s -4-* p a s i il ( i4- ^ } ? J •

LV'nuation de la courbe auxiliaire Ça/ est

^ _ _ cos g
cos ( i -l- a ) s

1 1 est évident qu\ine branche de la courbe se trouve dans le sec-

teur ^ == ÎT—-» GO == ^ et que la courbe est symétrique par| • -i'.( i *\- a ) ' • ) ] * >/ * r

rapport à l^axe réel.

On cherche la valeur - au voisinage de l'origine, x et y étant

les coordonnées cartésiennes d'un point de la courbe Cai

j'

On a
f co^ ® "1

Ihn cot s : ——————— ^ Ai ( o <" Â'i < x ),
..^L ' œ^i-»-a^?J '
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par suite
[r ^Â-, \y^.

IV. On suppose dans la suite que le point en question de lîi
frontière du domaine D soit à l'origine n' == o et que l'axe réel soit
la tangente. Soit M(î / , c) un point de la frontière voisin de l'ori-
gine. Nous nous bornerons à considérer le cas où l'allure de la
courbe frontière au voisinage de l'origine est soumise aux condi-
tions ( ' )

i^k^if, |

OM
| U !

( < ) < ' X ^ [ ).< A ) <
lin

Cela posé, on peut démontrer la proposition suivante :

LEMME 1. — Les conditions (A) sont suffisantes pour que les
rapports

\s \v
î. ct 1s

soient bornés (2), \s étant limité par les droites

( 1 ) Les deux cas limites sont:

i" a == i.

En désignant par T un angle de la tangente au point M et par s l'arc OM,.
on a

V T

^ ̂  S " ('

S'il existe une limite finie de la valeur -i on a le cas où la courbure ai»
A"

point fixe est unie.
v i2* a = o; —< - .u1 u

Le point z •= o peut être un sommet de la frontière.
(2 ) Nous ne considérons que le cas où la frontière est rectifiable au voisinage

du point 0. Or, en désignant pour un moment la corde OM par ^s la proposition,
est vraie sans la restriction

.. ÔMlim ——; == i.
' u 1
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On place la courbe auxiliaire Ça/ dans le demi-plan sapérieur de
telle manière quelle ait pour tangente au « sommet » l'axe réel. De
la même manière on place la courbe auxiliaire Ca<? dans le demi-
plan inférieur.

D'après les conditions (A) un arc de la frontière a(3 sera. au
voisinage de l'origine, entièrement contenu entre deux courbes
auxiliaires.

En vertu du principe de localisation on peut supposer dans la
suite que la frontière F est située entièrement entre les courbes Ça/
et Ça..

1° Ces remarques faites, on effectue les opérations suivantes :

a. On trace doux droites sjmétriques parallèles à l'axe imagi-
naire à la distance c de l'origine. Soient CD et EF les arcs des Caf

Fig. i.

u
D___rf.

et Cae dans la bande — £ < u < -h ^ et AB l'arc de la frontière^

contenu dans cette bande qui contient l'origine. On choisit £
assez petit pour que AÉ soit contenu dans a(3 {fig. i, I). On rem-
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place, alors, le domaine D par un autre D . La frontière F de D' est
formée par les segments EC, FD, l'arc CD et les parties de Ca<.

extérieures à la bande — r << u < 4- £- '

3». On opère la représentation conforme de l'extérieur de la
courbe C^. sur le demi-plan 1 y> o. Soit s'= 9( ir) une fonction
réalisant 1;» représentation et i= ^ ( o o ) . On désigne par E'CO'D' F
l'arc homologue do ECODF.

> . Envisageons ma inlenant un rectangle e ' c d ' f le plus |)etitpossil)le
ayant les côtés parallèles aux axes et contenant la figure E'C/O'D' F .
Soit lY'le domaine qui est formé en enlevant ce rectangle du demi-
plan supérieur On fait la représentation conforme du domaine!)
sur li* demi-plan l^'^o au moyen d 'une fonction z " == F'(;:').
Soit /== F(/). On désigne par e\ c'\ d " , J " les points hojomogues
de c . r , (V\ f , d'après la transformation.

o. On f a i t , enfin, l 'application du demi-plan J ;."> o sur le cercle
; ^\ en faisant correspondre 1(^ points 3'== (' et 3 == o.

Soit \7 l 'are de la circonférence - ; | --= i correspondant à 1s -== A}\
d'après la t ransformation conforme du domaine I) sur le cercle
; <^ i . Nous considérons les déformations de l'arc la de la

circonférence :- -' i correspondant aux variations de 1s dans h'
procédé décrit.

L'opération (a) étant faite, on remplace l'arc AB == 1s par un
autre ECODB, auquel correspond un arc A<7 de la circonférence

D'après un principe df M. Montel ( 1 ) l'arc homologue de
ACODB el , n fortiori^ l'arc Ao-', homologue de ECODF, est plus
grand que AT

A-r' c AT.

Or, en ve r tu des conditions (A), on peut affirmer

\\\
KœiTF

( 1 ) P. MONTEL. Journ. de Math., 7' série, l. 3, 1 9 1 7 , p. 3i-3a. -- LAVRENTIEIT.
Comptes rendus, 7 juin 1(^7. — POLVA und SZK(; ;. Aufgaben und Lehrsàtze,
II, :), i.3i.
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L'opération ((3) fait correspondre ECODK et E'C'O'DT. Si £
tend vers zéro, la limite'i

,. ECODFl i ni „
£ - 0 ^

1 1 1 1 1 iwTrnr^ ^^^^-^

rxiste d'après la nature de la fonction réalisant la réprésentation.
Le remplacement do Î L ' C O ' D ' V par e ' c ' o ' d' f (Popération y)

correspond à un changement de l'arc homologue de la circon-
férence 1j 3 | = 1 .

Soit \'j" Parc homologue de e ' c d' f par rapport à la représenta-
tion du domaine IV sur le cercle 1\z -< i .

D'après le principe de M. Monlel

A7'>Ay^Aï.

La transformation (ô) conserve l'ordre de grandeur des arcs au
voisinage de Forigine. Il est facile devoir que

.. E'C'O'DT'
£^« e ' c ' o ' d ' j "

11 résuitu de la proposition <7. ITI :

e c o ' c i ' flui) ,, ,, ,, .;,.,
s-'s'o e' c" o" r/'\f '

La transformation (.?) nous amène effectivement a Ao-'. La
fonclion

. z" — i
'~1^

nous donne par exemple
,. ( ' " C ' O ' d ' f " 1
lllll — — „ ' •=- -»

A.N-SO Ao" •-»

Alors, nous avons
,. ^ c
II in .—7, ^ -;

A.<-=oA7 •>'
par suite

ci ^ A^
^ ^ AT

(ci^c;.

Nous avons trouvé une borne (inférieure) pour le rapport - •

Quant à Vautre (supérieure), on peut faire une autre série de
déformations du domaine I) de sorte que Farc de la circonférence
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z i| == i homologue d'un arc -\5 ne croisse pas pendant les défor-
mations du domaine.

2° A cet enet on fait les opérations suivantes :

a. On remplace le domaine D par D', dont la frontière est formée
par les segments EC, FD. l'arc EF et les parties de Ça/extérieures
à la bande

^. On déplace la courbe Ça/ le long de l'axe imaginaire jusqu'à
ce que les points E et F soient sur cette courbe (C et I) sont
symétriques par rapport à l'axe imaginaire). Ensuite on fait la
représentation conforme de l'intérieur de la courbe déplacée sur le

Fig. 2.

ÏÏ

demi-plan 1 5 ' :> o. Soient 5'== y, (w) une fonction réalisant la repré-
sentation et i == y, (t). On désigne A'E'O'F'B' l'arc homologue de
AEOFB. La dislance de chaque point des courbes E'C'L/etFB'P'
de Paxe réel est de même ordre de grandeur que la distance DF,
d'après la nature de la fonction z ' = <p, (w) (voir 6,. III).
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y . On trace deux droites parallèles à l'axe imaginaire par A' et
B\ Elles rencontrent l'axe réel dans les points e ' e{ f.

On peut tracer une droite parallèle à l'axe réel dont la dislance
à l'origine soit infiniment petite par rapport à E'F'etqui ne coupe
les courbes E'C'I/ et F'BT' qu'aux points aussi éloignés que l'on
veut de l'origine. Soient c' et d1 les points d'intersection de cette
droite avec les droites C'A' et^B'. On désigne par D" le domaine
simple limité par les segments e ' c\ f d\ e'f et deux ^emi-droites
parallèles à l'axe réel issues des points c' et dr.

On tait maintenant la représentation du domaine D" sur le demi-
plan 1 z'^> o au moyen d une fonction z " == F< ( z ' ) . Soient i == r\(i)
et e " , c\ d\f les points homologues des e ' , c\ d\ j " dans cette
ira n s fo r m i\ t i o n.

On fait, enfin, l'application du demi-plan \ z " ^> o sur le cercle
; .3 ! <^ i , en faisant correspondre les points z " ==: i et. z = o.

Eu faisant des raisonnements analogues à ceux du i° nous aurons
une borne supérieure du rapport

1s Ci
A^ .

Remarque. — On déduit facilement de la démonstration du
lemme 1 qu'en dehors de l'arc 1s la frontiéi e peut être déformée
arbitrairement entre deux courbes Cy,e et C», : les constantes Ci et
C< ne dépendent que de la forme de la frontière au voisinage de
l'origine.

V. Nous avons démontré que les conditions (A)

•N<;^H |

OM
1 i in

sont suffisantes pour que les rapports ^ et . soient bornés.
Les conditions (A) seront remplies, si l'on suppose qu'il existe

une tangente au voisinage de l'origine et que la vitesse moyenne
de sa variation ^ satisfait à l'inégalité

~s <- ^»-a*
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Cette restriction est essentielle, car on peut construire une
courbe par un procédé géométrique dont la tangente en un point

A..

varie d'une manière continue et tandis que le rapport . n'est pas
borné.

Soient
« < M)< M 2 < - . < M,,<; .. lin» M//== ^,

// x

<^< 3(i^ 3t.'<...< 3t,/<... I im a,/^r^,
// < '>

deux suites de nombres positifs.
Considérons un secteur de cercle dont l'angle AOB est égal

à aai . On opère la transformation conforme de l'intérieur du
secteur (le domaine D) sur le cercle l u ' ; < i, en faisant corres-
pondre un point Jo î1 (r == °- Soient oa^ et ofri deux segments des
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rayons OA et OB. On peut les choisir assez pelils pour que

^]>M'-
a, b\ étant un arc de la circonférence homologue de a\ 06, d'après
la représenlation.

Il existe deux points a^ et 62 assez proches de o, pour que l'iné-
galité

« i <'/.» -*• 1)\ b^
> Mi

a\ h'
subsiste.

Soient
oTï ,,̂  r>/7:, ' cl oh-i^— ^77.^.

Faisons la représentation conforme du domaine L)( limité par
Farc AB et la ligne polygonale B^tt^A '•ur le cercle ix' | << i .

En désignant par a, , a.», 6,', h", les points homologues des a,,
^2, 6,, 62 on affirme, en vertu du principe de M. Montel, que

a\ fï'^^- fi'\ ff"t «ît f>\ b^ >» b^ h"^.

En diminuant 002 et ob'i nous pouvons réaliser ^inégalité

(l,r,^b,h. ^

^T^i

Soient alors a^o..» et b^o^ deux segments symétriques, à Fexté-
rieur du domaine D,, formant un angle égal à ÏOL^.

En faisant la représentation du domaine D'( , qui est limité par la
frontière AB b^o^a^ A, sur le cercle | iv ! << i , nous avons :

a. Le principe de M. Monlel entraîne

n\ n^ -\ ^i h-j
——^^—— > r

ci"^b"^ étant l'arc de la circonférence homologue de a^a^o^b^b^
par rapport à la nouvelle représentation.

b. On a deux segments o^a^ et o^bs tels que

n:\0v "+• Oïb:\
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Nous pouvons répéter pour l'angle ci^o^b^ les raisonnements
que nous avons faits pour l'angle a^ob\ el continuer ce procédé
indéfiniment.

Faisons la représentation conforme du domaine D/^ que nous
donne ce procédé. Désignons les points homologues de a,^ b,,
par y-n. ^n.

Nous avons alors
<l.^,,-^\ < l ^ n •+• ^•.»//""l ^î/t

>M.

et à fortiori
^̂ - > M,,.

On obtient l 'exemple clierché on remplaçant les angles de la
ligne polygonale par des arcs des cercles assez petits et tangents
aux côtés des angles.

lîemaf'Cfiif1. -- Lit fonction

t ransforme une? partie du demi-plan R n ' ^ > o au voisinage de l'ori-
gine en un domaine du plan des j l imité par une courbe semblable
a celle de l'exemple précédent et dont la tangente varie d'une
manière con t inue 1 .

Ou t rouve facilement nue
r -^1 ( 1 ) 1 •;•- XAT

au voisinage de l'origine et que

< / ,^ —i—— '
A" .S' |O^.V

/. étant une constante.

\ I. LEMVTI-: 2. — Les conditions (A) sont suffisantes pour que
\s . ,. ./<' rapport ait une limite
\7

.. \s ,liin - •®: !..
A.<-==oA7

^s étant l imi té par les droites

u =•— ^ cl 11^ .4^-
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Soient
,. AA -.Inij sup. . -^ M,

,. . . A.v
IIDI ml. -- ^ /tl '\7

11 faul démontrer que
.M — //< == A' — < > .

On remplace le domaine D, par un autre, D', qui est formé de
la manière suivante : on trace deux droites parallèles à l'axe imagi-
naire à la dislance w de l'origine. Soit AB l'arc de la frontière,
découpé par ces droites et qui contient l'origine. On désigne les
points de l'intersection de ces droites avec la courbe Cae par E et
F. Alors, le domaine D' contenant D est limité par l'arc AB, deux
segments EA et VB et la partie de la courbe Ga<? qui est située en
dehors de la bande "<"^.

Soit ^s == ab un arc contenant le point o et contenu dans AB.
On désigne par A</ l'arc homologue de As d'après la représentation
conforme du domaine D' sur le cercle 1 z \ < i. [On suppose que A(J
soit l'arc homologue de ^s d'après la représentation de D sur le
même cercle.]

Nous allons démontrer maintenant que

llTïl SU?. ——7 —— l'I" Ï"f. T— ^ n^^
A7 AT —

il étant une constante qui ne dépend pas de s.
On fait la représentation conforme du domaine D' sur le cercle

! z ' \ << i. Soit /' une courbe correspondant à la frontière F exté-
rieure à l'arc AB. On désigne par

w--=.f(z'}

une fonction réalisant la représentation. Soit, d'ailleurs,

z' == -o ( z )

une fonction réalisant la représentation de la partie du cercle
\ 2 ' \ <i limitée par /' et A'B' (homologue de AB) sur le cercle
|s|<i.

LVIII ' l3
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Â5 A.ç AŒ
Aï ~~ Aï? ACT''

lim sup. A -^- lim sup. s lim — ï,
Acr - Aï ACT

lim inf. s r.-- lim inf. s lim -Œ .
ACT Aï Aï'

En verlu do lemme 1 les nombres ùs et ,̂ sont bornés par
AŒ ^7 ' t

suite
Acr

o < n < .^, < :\ oc.

D'après la remarque de ce lemme la constante n ne dépend pas
de £.

Alors

lirn sup. ̂ . - lim inf. ̂  - lim ̂  ïiïm sup. ̂  - lim inf. ̂  j

— lim .—, (M — /n » ̂  nk.
tACT —

11 nous reste à démontrer maintenant que

Posons

i A.? ,. . . AA-
Imi sup. , — li m inf. — - o,

• AŒ Ao'

AA- =. ah.

e,'-1a el b étant à la distance e- de l'a-xo imaginaire.

Soit A^ un arc de la circonférence [ z ! = i homologue de A^.
Passons du domaine D' à un autre T), par l'opération (a) du i°
(lemme 1 ) eu partant de l'arc ah au lieu de AB. îl suffit de répéter
•ces opérations et les raisonnements de ((3), (^) , (ô) (i1 '0 partie)
de la démonstration du lemme 1 pour avoir une borne

/' 'A.?
-^l iminf.—, ( voir fi^. \. I ).

Pour avoir une autre borne nous avons besoin de quelques cons-
tructions supplémentaires.

a. On mène deux droites parallèles à l'axe imaginaire par les
points a et 6. Soient M, N ot Q, R les points de Pinterseclion de
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ces droites avec les courbes Ca<? el Ça,. Soient d'ailleurs G et D les
points d^intersection des droites EA. et FB avec Ça,. On désigne
par D" le domaine qu^on obtient en enlevant les deux quadrilatères
curvilignes ECQM et NRDF du domaine extérieur à Cae, et par AŒ"

^g. 4.

rare homologue de «MNè diaprés la représentation de D" sur le
cercle \z\ < i (fig. 4, II).

En vertu du principe de M. Montel

\7" < AtT'.

[3. On fait la représentation conforme de l^extérieurdela courbe
Ca<. sur le demi-plan Ï 2 ' ^ > o en faisant correspondre w === w^ et
z ' == (.

D'après la représentation, on a deux quadrilatères curvilignes
E'C'Q'M' et N'R'D'F homologues de ECQM et NRHF (fig. 4,
tll).

•/. On mène deux droites par les points C'Q' etB'D' (fig. 4, IH)
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formant un angle G'C,)!)'. On peut démontrer que les arcs G' Q' et
R4y seront en dehors de l'angle G^D'. On fait l'application de
l'intérieur de cet angle sur h* demi-plan l z ' ^ > o en faisant corres-
pondre z •==- i et z'== i.

ô. On fait la représentation conforme du demi-plan I^">o sur
le cercle ' z \ < i , au moyen de la fonction du ô (lemme 1 ).

Apre;, l'opération a. on remplace l'arc ab = 1s par aMN^, auquel
correspond un arc Ao-7 de la circonférence z i = i

On a
.. ah

AA^U^MN^ I ?

d'après les conditions (A).
D'après la nature de la fonction faisant la représentation con-

forme (3. on a
, . ^ / M N ^
11111 '\v\' / ' - c {vofr ;nlssl ?• Ic inme 1).

On prend dans la suite mwn au lieu de a ' M ' N ' b ' , m et n étant
des points de l'intersection des droites GQ et RD avec l'axe réel

On a
,. ^ 'M'iV//li ni ————— _ j

A.< -- o ni (•> /i

En eiTet, la transformation (3 conserve l'ordre de grandeur des
dimensions des quadrilatères E'C^Q'M' et N'R'D'F'.

Par suite
,. tan^iy/iF ' D'/iF'Inn ——r'———— - jiiH ———— __ j
2 - - o ^ 3 : - u e2

Désignons \7" un arc de la circonférence 3 ^ 1 homologue de
m un. D'après le principe de M. Montel

AV < Acr" < AT .

Soient, enfin, m'^'et c,)' n' les segments homologues de mu et
n co d'après la transformation -/. On démontre que

,. m (un
Jii i i ——— == i ( ' ).2 =o ttt o) n '

( 1 ) Une fonclion réalisant la représentation de l'angle m^n sur le demi-plan
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On aura maintenant

1 ' ^s ^MN b aM'^'b' m^n m' ̂  n! c
£ = = o « ! V ï N 6 a'W^'b' mwn m'w n! Ao" 2 ^

par suite

alors

i. ^s . cli m sup. —, ^ -,
AŒ '2

,. À5 Cj i m —, == -
AT '2

et le lemme 2 est démontré.

VU. THÉORÈME. — Si les conditions (A) sont remplies en un
point la dèrivèe-limite (*) existe en ce pointa et son module

3 2 > o est la suivante :
i

z = C. e '̂6" (z' + i ̂ 2+ct ) •"ai5.

Kn faisant correspondre z = i et z' = i, on a
i—e»

e i--2£«(
Li == ——————————————

(i-^62-ha)i--2e«

Pour le point z\ = — ie^* (le point (i>), on a

Pour le point -83== e2 (le point n), on a
7t£« .

^-r-rii«1 __ __
s^= ———————j— (I-^-le«)l—2et lel->)6al'

(i+e2^)^^
2_

&'n'= | ̂  j^eT-ïe^

.. (x)'7t' ,. ^lim —— = lim —5

(ri/l 6-

( 1 ) D'après une définition de M. WeniaminofT on dit que la fonction f(s) a
une dèrivèe-limite y (So) ftn "" point z^, | z \ = i s'il existe une limite

y(So) =lim/ /(^),

lorsque s tcn<l vers Zo le long d'un chemin quelconque situé à l'intérieur du
cercle | s | ̂ i cl non tangent à la circonférence.

Une autre définition de M. WeniaminotT : la fonction f(z} a une dèrivèe-
limite 9(^0) uu poini ,;„ si le rapport

/(^o-hAc)>-/(^)
A.Z

tend vers une limite y(-So) quand ^,-hA.z tend vers ^o ••oui e" restant sur Li ou
sur L,3 (L, et L, sont deux courbes situées à l'intérieur du cercle [ s j <i formant
un angle non nul au point -So)-
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est é^al à la limite du rapport des arcs correspondants :

A.v
Ai O.

11 est possible de faire une application du cercle de rayon i,
tangent à Faxe réel à l'origine, sur un demi-plan de sorte que la
limite du rapport des arcs correspondants dans le voisinage de
l'origine soit égal à un.

Alors, nous considérons une représentation conforme du
domaine D, limité par une courbe simple (et fermée) T sur un
demi-plan Iœ ^> o.

En faisant correspondre un point du plan des z au point w = i,
on peut faire la limite lim . égale a i | A^, comme ci-dessus, un
arc de F, contenant Forigine et contenu dans la bande
— 1 <cRj < < ~ î A<7son homologue d'après la représentation *

Soit
(I. = - f ( Z )

une fonclion réalisant la représentation conforme du domaine D
sur le demi-plan Iw ^> o.

On change Féchelle dans les deux plans en multipliant Fune et

Fautre variable par - [e >o]. Alors on a un domaine D^ repré-

senté sur le demi-plan Jn' >> o.
La fonction

réalise la représentation. Le nombre e tendant vers zéro, le domaine
s'étend et remplit tout le demi-plan supérieur.

Prenons la fonction inverse

s — 9^( t») )

et considérons une famille de fonctions

•î ?£(>') ! ( 2 --^0).

Cette famille est normale dans le demi-plan 1 ir > o, parce que

( l ) 1s esi un arc arbitraire contenant l'origine.
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les fonctions de celle famille admelteni une région exceptionnelle
I^<o.

De toute suite de fonctions de la famille on peut extraire une
suite partielle convergeant uniformément. Le nombre e tendant
vers zéro, le domaine Dg remplit tout le demi-plan îz ^> o, donc la
fonction limite ne peut être qu^une fonction transformant un demi-
plan en un autre.

Nous allons démontrer que cette fonction est

Soit, en effet, ^s un arc de F contenant Forigine et situé dans la
bande

— eA < R z < e/i (o < h < ï) .

Passons au domaine De, nous avons un arc correspondant à A^,
situé dans une bande

— h < R z < h

indépendamment de la valeur de e.
Nous avons supposé que

,. \slim — =- ï .
is=o^

Donc, nous voyons, en passant à la limite, que le segment
(—/1,4-A) de Paxe réel 1 s = o correspond à un segment de
longueur 2/1 de Faxe réel Iw==o , c^esl-à-dire que la fonction
limite est

z = w,

le nombre h étant arbitraire.
Ce résultat nous permet de faire les conclusions suivantes :

• 1. En désignant par A.ç un arc arin'traire contenant Forigine
z == o, on a

,. \slim — == ï .
A<J

2. Les angles se conservent dans le point z == o. Soit, en effet,
OM un segment de la longueur £ issu du point z == o. On a un arc
om^ homologue du segment OM dans le plan des w de longueur Y].
Dans le domaine Dg un arc OMç correspond à OM, ainsi que owg
correspond à om diaprés le changement de la variable. Il est facile
de voir que le changement de Péchelle ne change pas les angles
des arcs OM et om avec les axes. Le passage à la limite nous
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ramène à la transformation identique où les angles en question
sont égaux (1) .

3. Il existe une dérivée-limite dans le point z=o, suivant les
définitions de M. Weniaminoff. En effet, si s tend vers zéro, le
point M tend vers z --- o le long du segment MO. La dérivée'^ au
point M est la même que la dérivée au point M, du domaine D^ Le
point M tendant vers z = o le long du segment MO contenu dans
le domaine D, on a la dérivée-limitc :

,. dw
h m ^ - 1 -

D'autre part, il est évident que

Inii -' .-.
£ - - o e

Les angles se conservent dans le point z = o. Cela suff i t pour
l'existence de la dérivée-limite, si l'on fait usage de l 'autre défini-
t ion ( 2 ) .

__ Remarque. — Supposons qu'il existe une tangente en un point
.- de la frontière. Soient 1s et Acr les arcs correspondants
de la frontière et de la circonférence d'après la représentation
conforme et

o < „, <^ Aç < -\i
Â7

Soient d'ailleurs ̂  unjux, situé à l'intérieur du domaine D, non
tangent à la frontière, et «'(pp l'arc homologue.

On peut démontrer de la même manière que

<» • n r _^° <^ i\
(Wo

dès que le point ̂  tend vers z le long de l'arc .-y ^.

( 1 ) On connait deux résultais sur la conservation des angles en un point de la
frontière :

i° Les angles se conservent en un point de la frontière ̂ , s'il existe en ce point
une denvce finie et non nulle le lon^ de la frontière.

M. PIUVALOFF. Intégrale de Cauchy ( Thèse russe, 1 9 1 9 , p. 36).
2° Les angles se conservent en un point de la frontière ^, où il existe une

tangente ((;. JFLIA. Cours professé à la Sorbonne, 1^.6-2-).
( 2 ) On voit de la démonstration du théorème qu'il ex is te une dérivée le long

de lu frontière au point z -=-- o.


