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Supposons le contraire : dans les classes intégrab es K, et K, il existe
deux fonctions F, (z) et F, () différentes. La dérivée — X de

(r)=Fy(z)—Fy(r)

est presque partoul nulle. Supposons ®(x,) > o, z,>> o (les autres czs sont
analogues). Posons

W) =a + max2ZY[D(a)] si £ >>0;
Y(z)y=.r, si ' »lo;

’
T
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o(a) fonction inverse (9[4(x)] = ), vérifie la condition donnée du com-
mencement. La fonction -
Plo(2)]=Fi[o(x)] - F.[o(2)]

a la dérivée non nulle sur un ensemble de mesure positive, ce qui est
impossible.

Tutorine Il — Pour un procédé de dérication-X il existe nne vie Kn
intégrable X qui conticni toutes les autres.

Taeorime IHI. — Pour la dérivation asymplotique la classe K* intégrable
coincide avec la classe de toutes les fonctions lotalisables de M. Denjoy.

Remarque. — Nous ne donnons pas dans cette Note une définition axio-
matique compléte de la dérivation. Il en résulte la possibilité, qu’a des
procédés de dérivation différents peuvent correspondre des intégrales
différentes..

THEORIE DES FONCTIONS. — Sur les sous-classes de la classtfication di M. Baire.
Note de M. M. LavReNTIEFF, présentée par M. Emile Bore!.

Je me propose ici d’'obtenir une décomposition de chaque classe des
ensembles mesurables B en aleph-un  sous-classes non vides. Clest
M. N. Lusin qui m’a guidé dans mes recherches et c’est & lui tout d’abord
que Je dois I'idée ci-dessous des résultats, ainsi que les définitions fonda-
mentales.

L. Principes de la classification des ensembles. —- Prenons, pour Pespace
fondamental, I'ensemble de tous ces pointsirrationnels compris entre o et 1.
L’ensemble des points irrationnels qui appartient & un intervalle (a, b) &
extrémités rationnelles est dit portion. ‘

Une suite d’ensembles E,, E, ooy E,y ... estdite convergenic lorsque
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ses ensembles-limites (complet ct restreint) sont identiques; nous appelons

ensemble-limite cet ensemble-limite commun E et écrivons E = lim E,.
. / n—px

Aux différents nombres ordinaux des classes I et Il nous ferons corres-
pondre des classes d’ensembles au moyen dela définition suivante :

i® Un ensemble formé par la réunion d'unc infinité dénombrable de
portions dont le complément est de méme nature appartient a la classe o.

2 Un ensemble appartient a la classe a (o> o) s'il est la limite d’une
suite d’ensemble appartenant & des classés marquées par des nombres infé-
riears 4 o, et s'il ne fait pas partie de I'une de ces classes. -

Nous dirons qu'un ensemble est atteint supérieurement (inférieurement)
s'il est la partie commune (somme) & une infinité dénombrable d’ensembles
de classes < o; dans le cas contraire un ensemble est dit non atteint. 1l 'y a,
dans toute classe de la classification, des ensembles atteints supérieurement
et infériearement, ct des ensembles non atteints.

Nous allons considérer les ensembles de classe o atteints supérieurement
comme des formations les plus primitives de cette classe et étudier a ce
point de vue la structure des ensembles non atteints. La raison pour ce point
de vue est I'analogie profonde qu'il y a entre les points et les ensembles
atieints supérieurement. A cause de cette analogie nous appelons éléments o.
les ensembles atteints supérieurement.

2. Séparabitité. — Nous dirons que deux ensembles de classe , E, et E,,
n'ayant pas de points communs, sont séparables, s'il existe deux ensembles,
E, et E,, de classes <a, n’aya‘nt pas de poiuts communs et contenant
respectivement E, et E,. Nous avons le

Taionsme 1. — Deux éléments o + 1 quelconques sans points communs
sont séparables. '

De ce théoréme nous déduisons un lemme qui joue dans la théorie consi-
dérée un role essentiel. ) .

Lemme. — Pour que la somme d’une infinité dénombrable d’élémenis ¢ + 1,
€4y Cay +ovy Cny ++y deux & deuxw sans poinls communs, soit un ensemble de
classe <o+ 1, il faut et il suffit qu'il existe une infinité dénombrable d’en-
seinbles ¢,y €ay sy €ny «v. de classe Lo +1 et tels que : 1° e,>e,; 2° len-
semble limite des e, est vide. ‘ ' )

3. Les ensembles clairsemés. — Soit M = {e,} un ensemble de points a
deux 4 deux sans points communs; nous appelons isolé un élément we,,

¢'il existe un ensemble ¢, de classe <o lel que : 1°¢,> ¢, el 2° =0,
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En utilisant 'idée d’analogie entre les éléments x et les points on obtient
naturellement la notion d’ensemble clairsemé d’éléments «; nous appelons
ensemble clairsemé d’éléments o 'ensemble M = {¢,} d’éléments «, deux 2
deux sans points communs et tel qu’il existe dans tout sous-ensemble de M
un élément o isolé.

Soit M = {e,} un ensemble clairsemé d’éléments or. D’aprés un raisonne-
ment connu de M. Zermelo, on peut toujours ranger les éléments a ¢, de
I’ensemble M dans une suite transfinie telle que chacun de ses éléments a e,
est isolé dans I'ensemble d’éléments o qui le suivent dans la suite con-
sidérée. Si ’ensemble M est dénombrable, le principe du choix arbitraire
devient inutile. '

Soit

/ M='ie,! (n=1,2,3, ...)
un ensemble clairsemé d’éléments =¢,. Nous pouvons donc ranger ces élé-
ments dans une suite transfinie

g

€4y

€, ity €y een, e:}, |7 <&

telle que, quel que soit B<Cy, 1'élément e} est isolé dans I'ensemble
M = leg{, f'> B. Nous appellerons le nombre v le type de I'ensemble clair-
semé M. ‘

Nous avons pour les ensembles clairsemés les théorémes fondamentaux
suivants :

THEOREME FONDAMENTAL. — La somme d une infinité dénombrable d’ele-
ments ¢ qui forment un ensemble clairsemé est un ensemble de classe o.

TreoreME NvERsE. — Tout ensemble de classe o est la somme d’une infinité
dénombrable d’éléments o qui forment un ensemble clairsemé et d’un ensemble
atteint inférieurement.

4. Les sous-classes. — D’aprés ce qui précéde nous pouvons décomposer
formellement toute classe transfinie o d’ensembles mesurables $ en aleph-un
sous-classes au moyen de la définition suivante : 1° un ensemble de classe o
appartient & la sous-classe o s’il est atteint supérieurement ou inférieure-
ment; 2° un ensemble de classe o appartient & la sous-classe §> o, 'l
n’appartient & aucune sous-classe B/ << §; maiss'il est lasomme d’une infinité
dénombrable d’éléments ¢, formant un ensemble clairsemé du type w8 et
d’un ensemble atteint inférienrement.

On peut démontrer ceci : :

Triorine I1. — Quels que soient les nombres o. < Q et 3 < Q, il existe tou-
Jours un ensemble E de classe o. et de sous-classe .
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En appliquant un théoréme sur les ensembles homéomorphes ('), on
obtient facilement le résaltat suivant

Tatorine HI. — Tout ensemble homéomornhe a un ensernble de classe o> 2
et e sous-classe 3 apparticnt @ la méme classe et a la méme sous-classe.

THEORIE DES FONCTIONS. — Sur la dérivée-limite d’une fonction analytique.
Note de M. V. Wexiamivorr, présentée par M. Emile Borel.

Soit & = f(5) une fonction analytique, uniforme a I'intérieur dq cercle

lsis1.
52
Devisiriox. — Nous dirons-que la fonction f(z)a une déripée-limite ¢ (=)
en un poinl s, | 5, | = 1, s'tlexiste une limite 9 (3,) = lim f'(z) lorsque s tend
S5

vers 3, le long d’un chemin quelconque situé & Uintérieur du cercle | 5|1 et non
tangent a la circonfeérence.

La question qui se pose maintenant est la suivante :  Quelle est la condition
nécessaire et suffisante pour lexistence d'une dérivée-limite sur un ensemble
E,Mes. E>O[E=5,]|z|=1].

Le but de cette Note est de résoudre le probléme posé. Avant d’aborder
cette question nous avons besoin d’une définition préliminaire.

Soient 5 = ¥ (w) la fonction inverse pour la fonction /(=) et R la surface
de Riemann correspondant ad (o).
Derxition. — Nous dirons que la surface de Riemann R a une enveloppe g

s'il existe une courbe rectifiably ¢, intérieure & la surface R et dont I'ensemble
des points appartenant & la fois & ¢ et a la frontiére dela surface est de mesure
pr)sztwe.

Treorimk. — La condition cherchée consiste en ce que R ait des enveloppes .

Voici les considérations qui ont conduit & ce résultat.

La condition est nécessaire. — Supposons qu’il existe une dérivée-limite
en tout point de I'ensemble E; dans ces conditions, on peat démonirer en
employant la méthode de M. Privaloff (3), qu'il existe 4 Pintérieur du
cercle |5 |1 une ligne rectifiable C dont I'ensemble des points communs
4 Ceta|s]|=1 est de mesure positive, le long de laquelle les valeurs de la
dérivée ordinaire et de la dérivée-limite forment une fonction continue.

En appliquant ensuite a4 f(s)=U(a,y)+iV(x,y) le théoréme

(') Comptes rendus, t. 178, 1924, p. 187,
(*) Intégrale de €' auchy (Thése russe), 1919, p. 39.



