Contribution 2 la théorie des ensembles
homéomorphes.

Par
M. M. Lavrentieff (Moscou).

On dit que deux ensembles sont homéomorphes, lorsqu'on peut
établir entre leurs éléments une correspondance bicontinue, univo-
que et réeiprogue. Dans une Note récentel) jai démontré un théo-
réme sur les ensembles homéomorphes ?) dont quelques applications
je voudrai donner ici. Je ne considérai d’silleurs, dans ma note
citée, que les ensembles lindaires; or, en modifiant un peu ma dé-
monstration, M. Sierpinski?) I'a étendu anx ensembles de points
situés dans les espaces & un nombre queleconque de dimensions. Le
réle de ce théoréme étant fondamental dans les considérations sui-

vantes, nous rappellerons iei sa démonstration.

I. La recherche de I’homéomorphie étendue.

Theéoréme fondamental. il existe une corvespondance bicontinue,
univoque el réciproque entre deux ensembles donnés (situés dans un
espace & m dimensions), il est possible de déterminer une correspon-
dance de méme nature entre les points de deuw ensembles Gy*) enfer-
mant les ensembles donnds, la seconde correspondance coincidant avee
la premiére pour les points des deux ensembles donnés.

En effet, soient E et & les ensembles homéomorphes donnés,
g=f(p) — une fonction déterminant la correspondance biunivo-

1) Comptes Kendus t, 178, p. 187 (note du 7 janvier 1924).

*) Cest 3 M, N, Liusin que je dois le principe de ce théoréme.

5} Comptes Rendus t. 178, p. 545 (note du 4 Février 1924).

‘) c'est-h-dire produits d'mune infinité dénombrable d'ensembles cuverts,

]
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que et bicontinue entre les point p de £ et les points ¢ de &,
p=@(g) — la fonetion inverse de f{p).

Appelons oscillation de la fonction f(p) relativement a l'ensem-
ble £ au point p, de I'ensemble E—= E+ ' la limite pour =10
des nombres b(y), ot b(y) désigne la borne supérieure de distances
de deux points f(p,) et f(p,) correspondant aux points p, et py
de E dont la distance au point p, est <. L'oscillation de la fonc-
tion @(g) relativement A & au point ¢, de §=&--& sera définie
d'une maniére analogue.

Soit E* Pensemble de tous les points p de K en lesquels l'os-
cillation de f(p) relativement & £ est nulle, et soit §* l'ensemble
de tous les points ¢ de & en lesquels loscillation de g@(g) relative-
ment & & est nulle. On peut évidemment définir la fonction f(p)
en tout point p de £* en posant f(p)=lim f(p,), ob p.(n=1,2,.)

est une suite infinie de points de E qui converge vers p. La fonc-
tion f(p) eainsi définie est évidemment continue en tout point de
E#* par rapport i cet ensemble. D'une maniére analogue on définit
la fonetion @(g) continue dans &%

On voit sans peine que les ensembles E* ot 6* sont des Gy il
suffit de s'appuyer sur la remarque que l'ensemble F, de points
de F en lesquels loscillation de f(p) relativement & £ est =>1/n
est fermé pour n=1, 2, 3,..., et qu'on a L*=E- (F,+F;+ Fy+.).

Désignons par E** l'ensemble de tous les points p de E£¥ tels
que f(p)e8*, et par §** — l'ensemble de tous les points ¢ de &%
tels que ¢(g) ¢ £*. L’ensemble &% étant un (5, nous pouvons poser
8% = (,G4G, ..., ot G,(n—=1,2,..)) sont des ensembles ouverts.
L'ensemble H, de points p de E¥, tels que f(p)e G, est évidemment
ouvert dans £* cest-a-dire nous avons H,= E*I,, ou T, est un
ensemble ouvert. Or, nous avons évidemment E* = H H,H;...=
—E*D, I, T,...: done, E* étant un G, £** est aussi un G, De
méme on prouve que l'ensemble &** est un (.

La démonstration que les fonctions g= f(p) et p=g(g) établis-
sent une homéomorphie entre les ensembles E** et &** n’offre pas
de difficultés. Notre théoréme est ainsi démontré?).

1) M, Sierpiriski observe encore dans sa Note citée qu'on obtient ainsi la
plus grande extension possible de 'homéomorphie entre deux ensembles donnés
aux ensembles contenant ces cnsembles et contenus respectivement dans leurs fer-
metures.
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L'engemble complémentaire d'un Gy étant un F,, nous-en dé-
duisons le

Corollaire. Si deux ensembles sont homéomorphes, les deux en-
sembles complémentaires le sont aussi, en négligeant peut-étre deux en-
sembles V.

IL. Applieations anx ensembles mesurables (B).

Soit K un ensemble Gy donné: nous avons done E=@,G,G,...,
oi G,(n=1,2,.3,...) sont des ensembles ouverts. Soit § un ensem-
ble homéomorphe de K. Considérons conformément an théoréme
fondamental, les ensembles K** et 8**. Posons H, = F#** @,
(pour n=1,2,...): ce seront des ensembles ouverts dans K¥**1),
Soit K, lensemble homéomorphe de H, (selon la correspondance
entre les points des ensembles A** ot £%%): ce sera évidemment
un ensemble ouvert dans &**, donc K, = 8% . I, ot I', est un en-
semble ouvert. D'aprés E(C £**, nous avons E= H, H,H, ..., done
=K K, K;... =68 ]I, Iy... Les ensembles I', étant ouverts
et 'ensemble &§** étant un G4, nous en concluons que l'ensemble
& est un G,;. Nous avons ainsi démontré la proposition suivante
(énoncée et prouvée pour la premiére fois en 1916 par M. Ma-
zurkiewicz?):

Un ensemble homéomorphe d'un Gy est toujours un Gy,

Il en résulte tout de suite qu'un ensemble homéomorphe d’un
G5, est un Gy, (somme d’une infinité dénombrable d’ensembles G).
Or, soit £ un ensemble F,; donné (produit d’une infinité dénom-
brable d’ensembles F,), et soit & un ensemble homéomorphe de K,
Prenons, d’aprés le théordme fondamental, les ensembles £'** et §%%
L'ensemble E** étant un G4 et Pensemble K étant un F,;, on voit
sans peine . que l'ensemble E** — E— E** CFE est un Gy,: son
homéomorphe H=28%**— § est donc aussi un G,,, et parsuite l'en-
semble 6= 6**. CH est un F; (comme produit d’un G, par un £,).
Nous obtenons ainsi la proposition suivaute, trouvée en 1920 par
M Mazurkiewicz3):

Un ensemble hombomorphe d'un F,; est un F;.

1) Un emsemble @ (C P est dit ouvert dans P, s'il ne contient ancun point
d'accumulation de 'ensemble P — @),

2y Bull, Acad. Cracovie 1916, p. 490—494.

%) Fund. Math, t.I1, p, 104—111; aussi W, Sierpifnski, ce volume, p, 24—28,
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Nous dirors qu'une classe d'ensembles Ji' est un invariant topo-
logique, si tout ensemble homéomorphe d'un ensemble de la classe
J et un ensemble de o

Théoréme I. Si la classe d'ensembles FH est un invariant topo-
logique, la classe de toutes les sommes dinfinités dénombrables den-
sembles de H est un invariant topologique.

Théoreme I1. Si la classe densembles J¢ est un invariant topo-
logique et si tout produit d'un ensemble de J¢ par un Gy est un ensemble
de 3, la elasse de tous les produits dinfinités dénombrables d'ensembles
de J¢ est un invariant topologique.

La démonstration du théordme I n'offre pas de difficulté. Soit
maintenant &% une classe d'ensembles, satistaisant aux conditions du
théoréme II et soit K= K, E, Hy... un produit infini d’ensembles
de Jf, E — un ensemble homéomorphe de A. Premons, daprés le
théoréme fondamental, les ensembles E** et §**. D’aprés la pro-
priété de &% les emsembles E** . FE_  appartiennent & J%; leurs ho-
méomorphes H, appartiennent donc aussi & J. Or, nous avons
évidemment §=H,H,H;..., ce qui prouve le théoréme IL

Désignons, avee M. Hausdorff1), par P' les ensembles ou-
verts, par (! les ensembles fermés, et définissons, pour @ < £, par
Pinduction transfinie les ensembles P% resp. @% comme sommes,
resp. comme produits infinis (dénombrables) d’ensembles E,, K,
E,,..., ou E, est un @, resp. un P%, et oll nous avons §, <{a
(pour n=1,2, 3,...). On voit sans peine qu'un produit d'un ensem-
ble P*(¢>=3), resp. @*(e>>3) par un Gy est un P* resp. ¢* Les @3
comme coincidant avec les F;, ainsi que les P3 comme coinci-
dant avec les (4, étant des invariants topologiques, mnous en con-
cluons tous de suite, par I'induction transfinie, d’aprés les théoré-
mes I et II, que les @*(z>>3) ainsi que les P*(@>>3) sont des
invariants topologi'que& Les ensembles P? (comme F)) ainsi que les
ensembles (% (comme () sont aussi des invariants topologiques. Done:

Les classes P* of Q% de M. Hausdorff sont des invariants topo-
logiques, pour o = 2.

Donc les classes Gy, Gypy Gyggy--- 06 Foy Fogy Foaos Fogisy. .. sont
des invariants topologiques?) (L'invariance topologique des ensem-

1) Math. Zeitschrirt 5 (1919), p. 307,
% Llinvariance topologique des classes Gy, G4y, Gags,... 8 oté démontré en
1920 par M. Sierpinski: Comptes Rendus, t. 171, p. 24.
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bles ouverts est démontrée par M. Brouwer?); la démonstration
de linvariance topologique des ensembles fermés et bornds est
immédiate).

On démontre sans peine que les ensembles F (resp. 0) de classe
@ de M. Lebesgue sont des ensembles Q=+ (resp. Pat1) qui ne
sont des -Q¥+ (resp. I’*+1) pour aueun nombre ordinal £< . Done

Un ensemble homéomorphe d'un ensemqle F (resp. 0) de classe a
de M. Lebesgue est un ensemble I (resp. O) de méme classe, pour
tout nombre ordinal e, tel que 1 < a << 0.

Les ensembles qui sont & la fois # et O de classe <Ca sont
appelés par M. de la Vallée Poussin ambigus de classe a. Done

Un ensemble homéomorphe dun ensemble ambigu de classe a est
un ensemble ambigu de méme classe (pour 1 < a << Q).

Soit maintenant J% une classe d’ensembles satisfaisant aux con-
ditions du théoréme II et soient F, et F, deux ensembles de &%
Posons E= E, — E, et soit § un ensemble homéomorphe de E.
Prenons, d’aprés le théoréme fondamental, les ensembles E** et §%*,
A Tensemble E** K, correspond, dans §** un ensemble homéomor-
phe H,, et & l'ensemble E**, K, — un ensemble homéomorphe H,,
et, d'aprés E= E**F, — E**F, nous avons §= H, — H,. Or,
d'aprés la propriété de la classe o% les ensembles E**H, E¥E,,
H, et H, appartiennent & J%: donc l'ensemble & est une différence
de deux ensembles de la classe 9% Nous avons ainsi démontré ce

Théoréme III. Si la classe d'ensembles I est un invariant topo-
logique et si tout produit d'un ensemble de I par un Gs est un en-
semble de I, la classe de toutes les différences de deux ensembles de
JE est un invariant topologique.

On en déduit tout de suite que la classe de toutes les différen-
ces de deux ensembles Q% (ou, ce qui revient au méme, de deux
ensembles P“) est un invariant topologique, pour 2<Ca<C Q. Done,
en particulier, un ensemble homéomorphe d’un o (C'est-i-dire
d’une différence de deux F) est un P

Observons encore que mnotre théoréme fondamental peut étre
appliqué pour démontrer Pinvariance topologique de classes d’ensem-
bles plus étendues que la classe d’ensembles mesurables (B),p.edela
classe des ensembles complémentaires aux ensembles (4) de M. So u-

) Math, Ann, t. 71 (1912). .
%) Ce théoréme est div 4 M. Siorpiniski: Fund. Math. t. I p. 120,
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slin. On sait, d'aprés la théorie générale des ensembles (4)?) que
tout ensemble homéomorphe & un ensemble (4) est un ensemble (4)2).
Draprés le corollaire du théoréme fondamental nous en déduisons
la proposition suivante:

Tout ensemble homéomorphe d'un ensemble complémentaire d'un
ensemble (A) est un ensemble complémentaire d'un ensemble (4) %),

IIL. Application &2 un probléme de M. Sierpinski,

Dans le tome I de ce journal (p. 223) M. Sierpinski a posé
le probléme suivant:

Existe-il up ensemble lindaire non dénombrable E, tel que tout en-
semble linéaire homéomorphe de E soit de mesure lebesquienne nuile?
Peut-on démontrer TDexistence dun tel ensemble méme ‘en admettant
que 2% =g, ?

Je donnerai ici une réponse affirmative & la seconde de ces
questions, en démontrant le

Théoréme. Si c=2%=n,, il existe des ensembles linéaires non
dénombrables, tels que tout ensemble linfaive homéomorphe de l'un de
ces ensembles est de mesure lebesquienne nulle. La puissance de la
classe de ces ensembles est 2°. '

Considérons tous les ensembles parfaits non denses situés sur
le segment (0, 1). On sait que la puissance de la classe de ces en-
sembles est ¢, done, d’aprés 'hypothése faite, les ehsembles parfaits
considérés peuvent étre rangés dans une suite transfinie du type £, soit

(1) TR R T ol A S (e << Q)
Or, soit
2) Prs Paye-oy Payro-y Pos Potrseesy Pay-.- (e<< Q)

une suite transfinie du type &, formée de tous les points de l'in-
tervalle (0, 1). Posons ¢, = p, et supposons que nous avons déju
défini tous les points g, ot £<a (a étant un nombre ordinal
donné < Q). Soit S, la somme de tous les ensembles J’g pour £<Za:
les ensembles P; étant non denses et « étant un nombre ordinal

') Notes de M, Bouslin et N. Lusin, Comptes Rendus t. 164 (8 janvier 1917).

*) Plus généralement; tout ensemble qui est une image univoque et continue
d’un ensemble (4), est un ensemble (4): voir p. e. W. Bierpinski, Bull, dead.
Cracovie 1918, p. 165,

?) Cette proposition a été démontrée par M, Alexandroff, Fund. Math,
t. V, p. 164 )
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<&, S, est un ensemble de premiére catégorie: son complémen-
taire dans (0, 1) est done non dénombrable et parsuite il contient
des points distinets de chacun des points ¢:(§<C@): nous définirons
9« comme le premier point de la suite (2) contenu dans CS, et
Fp; pour § <a. Les points g:(§ < @) sont ainsi définis par Iin-
duction transfinie. Désignons par E, l'ensemble de tous les points
gs(§ <C £): c'est donc un ensemble de puissance c.

Soit P un ensemble parfait non dense, contenu dans (0, 1): clest
donc un terme de la suite (1), p. e. P=2F,, ol a< Q. De la
définition des points ¢, résulte que le point ¢, est contenu dans CS;:
done, pour 4>>a le point g, nappartient pas & P,, puisque Py(” S,
pour ¢<_4. L’ensemble P,k est done au plus dénombrable. Done
Uensemble E, est de puissance du continu et tel que tout ensemble
parfait non dense dans (0, 1) contient au plus un cnsemble dénom-
brable de points de E,'). Appelons ensemble de Lusin tout ensemble
Jouissant de ces propriétés. Il est évident que tout sous-ensemble
de puissance du continu d'un ensemble de Lusin est un ensemble
de Lusin. Il en résulte tout de suite que la classe de tous les en-

sembles de Lusin est de puissance 2‘(si c==x).

Soit maintenant £ un ensemble de Lusin. Nous allons démontrer
que tout ensemble & homéomorphe de K est de mesure nulle. Con-
struisons, d’aprés le théoréme fondamental, deux ensembles homéo-
morphes F** et &**, o L' (C E** et §( &**. L'ensemble &% est
mesurable (comme un G): nous pouvons done poser §**= N+ Q, +
+ @2+ @5+, ot N est un ensemble de mesure nulle et (), (n==1, 2,38...)
sont des ensembles parfaits non denses. Je dis que tout ensemble
¢, contient au plus un ensemble dénombrable de points de & En
effet, selon la correspondance entre les points des ensembles K**
et §*% & l'ensemble (), correspond un ensemble P,. Tout ensemble
homéomorphe d'un ensemble parfait non dense étant un ensemble
parfait non dense, l'ensemble P, est parfait et non dense, donec
(£ étant un ensemble de Lusin) l'ensemble EP, est au plus dénom-
brable, de méme que son homéomorphe 8(),. Llensemble N étant
de mesure nulle, on conclut de §= 86%* = &N + 8¢, + 80, + ...
que Pensemble & est de mesure nulle, c. g. f. d. Notre théoréme
est ainsi démontré.

1) Cet ensemble a été (4 'aide de I'hypothése 2% =N,) en 1914 trouvé par
M. Luwsin: Comptes Rendus t. 158, p. 1258,
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IV. Applieation aux ensembles parfaitement mesurables.

Dans le tome IV de ce journal (p. 368) M. Urysohn a posé
le probléme suivant:

Appellons Tensemble (linéaire) E parfaitement mesurable, si fouf
ensemble homéomorphe de E est mesurable au sens de M. Lebesgue.
Quelle est la puissance de la classe des ensembles parfaitement mesu-
rables? Un ensemble complémentaire & un ensemble parf. mesurable
est-il foujours parf. mesurable? '

Le théoréme fondamental me permet de résoudre iei par l'affir-
mative la seconde de ces questions; quant & la premidre, elle exige
pour sa résolution Ihypothése ¢ =x,. Je fais de plus quelques re-
marques sur les opérations effectuées sur les ensembles parfaitement
mesurables.

1. Sur la puissance de la classe des ensembles parfaitement
mesurables. Chaque ensemble dont tout ensemble homéomorphe est
de mesure nulle étant parfaitement mesurable, nous déduisons du
théoréme du § III le

Théoréme. Si ¢ =n,, la puissance de la classe des ensembles

parfaitement mesurables est ot

2. Théorémes relatifs aux opérations sur les ensembles par-
faitement mesurables. :

Théoréme I. La somme dune infinité dénombrable d'ensembles
parfaitement mesurables est un ensemble parfaitement mesurable.

La somme d'upe infinité dénombrable d’ensembles mesurables
étant un ensemble mesurable, la démonstration est immédiate.

Lemme. La partie commune d’un ensemble parfaitement mesurable
et d'un ensemble G est un ensemble parfaitement mesurable.

En effet, soit £ un ensemble parfaitement mesurable et soit E*
un ensemble G;. Sﬁpposons, par contre que U'ensemble K,= K. E*
n'est pas parfaitement mesurable; donc il existe un ensemble &
homéomorphe de E, qui n’est pas mesurable. Construisons, d'aprés
le théordme fondamental, deux ensembles F'* et &7*. Posons
EFf = E* . E¥*; les ensembles E* et Ef* étant des ensembles Gy,
l'ensemble E} est de méme nature, done & l'emsemble EY corres-
pond, d’aprés la correspondance entre les points des ensembles E¥¥
et §¥*, un ensemble G, soit §§. Nous avons KT E,, done 87 &,.
L'ensemble §, n'est pas mesurable, done mes.&F > 0. D'aprés une
propriété connue des ensembles mesurables, il existe une infinité
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dénombrable d’ensembles parfaits non denses et bornés @,, Q,,...,

Q,,... contenus dans & et tels que X mes ¢, = mes &7 1). L'en-

=1
semble &, n’étant pas mesurable, parmi les ensembles (), il existe
au moins un, soit ¢,, tel que l'ensemble &, .(), n'est pas mesurable.
A TPensemble @, correspond un ensemble parfait, non dense et borné,
soit P,; nous avons P, (C Ef.

Supprimoens dans P, toutes les portions qui ne contiennent que
des points de E, dans P,. Tous les points non supprimés dans P,
forment un ensemble fermé; désignons par P, le noyau parfait de
cet ensemble. L'ensemble P,.CE, est dense sur £.. A lensemble
parfait P, correspond un ensemble parfait, soit ¢,. Je dis que l'en-
semble &, . ), n'est pas mesurable; en effet, & la réunion des por-
tions supprimées de E,.P, correspond un ensemble mesurable, or
I’ensemble complémentaire par rapport & ¢, n'est pas mesurable.
Done mes @, > 0.

Soit D l'ensemble de tous les points de premiére espéce de l'en-
semble P.. A lI'ensemble dénombrable I) contenu dans P, corres-
pondra un ensemble dénombrable, soit 9, contenu dans ¢),. Nous
avons mes (¢, — 2) — mes (), donc il existe une infinité dénom-

i

brable d’ensembles parfaits non denses sur @, soit @', @5',..., ¢ ,...

contenus dans (@, - 9) et tels que 3 mes @) =mes ¢]. L'ensemble

n=1
& . O, n’étant pas mesurable, parmi les ensembles @)’ il existe au
moins un, soit @, tel que l'ensemble & . @, n’est pas mesurable.
A VYepsemble parfait non dense sur ¢, correspond un ensemble
parfait non dense sur P;, soit P;'. D'aprés la construction de l'en-
semble P, tout point de P est un point de deuxiéme espéce pour
I'ensemble P!.

Soient 6,, d;,..., 0,,.... les intervalles contigus & l'ensemble par-
fait Py et soit [T, =24, .P (m=1,2,3....), ou J, est I'intervalle
8, avec ses extrémités. L'ensemble CE, étant dense sur P, l'en-
semble CE est dense sur P,, dome, quel que soit m, il existe un
ensemble parfait p, contenu dans II,, ayant tous les points de
premiére espéce sur CH et tel que les extrémités de cet ensemble

1) §i nons avons mes Sf' = ©0, les ensembles parfaits doivent &tre tels.que
la mesure de toute portion finie de 8}‘ est dgale a la somme des mesures des
ensembles parfaits sur cette portion. Des raisonnements tout semblables démontrent
alors Ia proposition,
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coincident avec les extrémités de l'intervalle d,. Désignons par P*
la réunion de I'ensemble P, et des ensembles p,(m=1,2,3,..)).
Nous avons P, ) P* > P,. Il est évident que l'ensemble P* est
parfait et que V'ensemble de tous les points de premiére espéce de
P* est contenu dans CE. A T'ensemble parfait P¥ correspond un
ensemble parfait, soit ©Q%; nous avons @, ) @Q* ) @,. L'ensemble
8, . @ n'étant pas mesurable, I'ensemble &, . Q* n’'est pas mesurable.

L'ensemble P* étant situé sur laxe des z, l'ensemble Q% sur
Paxe des y, soit y=f(z) et x=g(y) la correspondance de ’homéo-
morphie entre ces ensembles. Soient

(1) (41, By), (4y; By),...; (4., B,);...
et '
- (2) (al) ‘!’): (als b!):"': (a,, bk)!"'

les intervalles contigus respectivement aux ensembles P* et Q%
. ; 1 s "
Soit 4, un intervalle de longueur 5 et de centre y= f(B,); soit

(@, be,) le premier intervalle de la suite (2) appartenant i 4,, nous
supposerons que k, >k, , pour n > 1 et &, = 1.

Définissons sur 'axe de z une fonetion y=7*z) de la manidre
suivante: f*(x) = f(z) pour tous les points de P¥;

" bk.. — . bk“ —a

f'(‘”)=mﬁn—)(x—’ A)+a, + Y

pour tous les points d’intervalle (4,. B,),n=1,2, 3,... et f*(z)==

pour tous les points d’intervalles infinis pour lesquels la fonction
n’est pas encore définie.

Désignons par I lensemble complémentaire i I'ensemble des
points de premidre espéce de l'ensemble P*. Nous avons 1) E.
La fonetion f*x) est continue en tout point de I et elle ne prend
pas la méme valeur pour deux points différents queleonques. Soit
J l'ensemble des valears dé f*(z) pour x contenu dans [ et soit
x=g@*(y) la fonction inverse de la fonetion y= /*(x). La fonetion
xz = @*(y), étant définie sur J, elle coincide avec ¢(y) pour les
points de @* Je dis qu'elle est continue en tout point de . En
effet, 'ensemble J étant formé par les intervalles

b,,“ — Oy, b, — “t,)

(a""+ 5 4
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et les points de Q* correspondant aux points de deuxidme espéce
de P% la tfonction ¢*(y) est continue sur chacun des intervalles
indiqués; soit y, un points de J contenu dans Q* et soit z;=q@*(y).
Supposons que y, est un point de discontinuité de @*(y), done il
existe un nombre k4 tel que quel que soit le nombre £ dans I'in-
tervalle (y,—e, y,+¢) il existe des points y pour lesquels la valeur
de g*(y) n'appartient pas & lintervalle (z,— %, z, + %). En appli-
quant le principe de Bolzano-Weierstrass nous voyons qu'il
existe un point x,9=r, tel que quel que soit le nombre &, il existe,
dans intervalle (y, —é, y,+¢), des points y pour lesquels les va-
leurs de @*(y) sont contenues dans l'intervalle (¥,—é, », +&). Done,
quel que soit ¢, il existe dans I'intervalle (z, —&, x, 4+ ¢) des points
z pour lesquels les valeurs de f*#) sout contenues dans linter-
valle (y,—e&, yo+2). Soit y, = f¥x,), w, n'étant pas égal & 2,, nous
avons y,==y,; done @, est un point de discontinuité de la fonetion
y=/%(x). D'aprés la définition de la fonection /*(x) les points de
discontinuité de cette fonction sont des points de premiére espdce
de P¥*, soit donc w,= 4,; les valeurs de /*(z) sur Pintervalle (4,, B,)
b,‘" —a,, b, — a.,‘")

1
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d’autre part, d'aprés la construction méme, f*(x) sur l'ensemble
complémentaire & lintervalle (4,, B,) est continue au point a,—uz,.
Done, ¢ étant suffisamment petit, toutes les valeurs de ‘#*(x) sur
Vintervalle (x, —¢&, «, + &) ne sont pas contenus dans lintervalle
(¥o—& ¥o+¢). Nous avons done une contradiction, par suite la fone-
tion @*y) est continue en tout point de .

Soit & l'ensemble des valeurs de f*(x) sur k. Les équations
y=j*=) et z==¢@*(y) donnent la correspondance de homéomorphie
entre les ensembles I/ de & d’'autre part nous avons §.Q* =6, .Q%,
done, l'ensemble & .¢* n'étant pas mesurable, l'ensemble & n'est
par mesurable: il s'en suit que K n'est pas parfaitement mesurable,
Nous arrivons donc & une contradiction en supposant que I'ensem-
ble k) n’est pas parfaitement mesurable, ce qui prouve la proposition.

Le lemme précédent nous permet de démontrer le

Théoréme 1I. Un ensemble complémentaire & un ensemble par-
faitement mesurable est un ensemble de méme nature.

En effet, soit £ un ensemble parfaitement mesurable et soit
CE l'ensemble complémentaire. Supposons que CE n'est pas par-
faitement mesurable, il existe donec un ensemble & homéomorphe

sont contenues dans I'intervalle (a,‘ﬁ—J,—
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de CE, qui n'est pas mesurable. Construisons, d’aprés le théoréme
fondamental, deux ensembles (C£)* et &§**, (CE)J*™ DCE et & 8.
D'aprés le lemme démontré, i l'ensemble E.(CE)** correspond
un ensemble mesurable, soit & . D'autre part il est clair que l'en-
semble & est un ensemble complémentaire & la réunion de &, et de
I'ensemble complémentaire i &**. done, d’aprés les propriétes élé-
mentdires des ensembles mesurables, l'ensemble & est mesurable:
nous avons aipsi une contradiction, ce qui prouve la proposition.

Théoréme IIL. Le produit d'une infinité dénombrable d’ensembles
parfaitement mesurables est un ensemble parfaitement mesurable.

En effet, soient k,, Ky,. ., E,,... des ensembles parfaitement
mesurables et soit £ =k, . K,... E, ... Nous avons
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done, d’aprés les théorémes I et II, 'ensemble £ est parfaitement
mesurable.

La question si l'opération (A4) effectuée !) sur les ensembles par-
faitement mesurables donne toujours un eunsemble parfaitement me-
surable, reste ouverte.

1) Sur la définition d'opération (.l), veir un article de M, M. Lusin et Sier-
pitski: Sur quelques propriétés des ensembles (A}, Bulletin do I'Académie des
Sciences de Cracovie, série 4. 1918, p. 48,




