Sur la représentation des fonctions mesurables B
par les séries transfinies de polynomes.

Par

M. M. Lavrentieff (Moscou),

Dans sa Note ,Sur les suites transfinies convergentes de fonctions
de Baire“1) M. Sierpinski a posé la question suivante: Peut-on
représenter toute fonetion de classe 2 par une série transfinie de po-
lynomes 2)?

Je donnerai ici uve réponse affirmative i cette question, en dé-
montrant une proposition plus générale que voiei:

Pour qu'une fonction soit de classe <, il faut et il suffit '.qu’et'le
soit représentable par une série transfinie de polynomes du type we.

Lemme L Toute fonction de classe e (finie ou non) peut étre
considérée comme limite d'une suite (de type ) de fonctions bornées
de classes < a?).

Pour démontrer ce lemme, il suffit de remplacer toute fonction fal2), de la
suite de fonctions de classes <@, convergente vers f(x), par une fonetion @a (),
égale & f(x), si f,() =M A m, 8l fufx) >m, et 4 —n siful@) < —n (ce qui
n'altére pas la classe, d'aprés Baire ¥).

Lemme II. Toute fonction f bornée de classe a peut étre considérée
comme limite d’une suite de fonctions de classes < a, dont chacune
est comprise entre les bornes de f.

4 et B étant les bornes de f, il suffit, pour démentrer notre lemme, de rem-
placer fu(x) par une fonction égale 4 f(x), si 4 = ul@) B, & A, i falx) < A4,
A B, si f,(a) < B

) Fundamenta Mathematicae t. 1, p. 185,

% Les définitions d'une suite et d'une série transtinie (de nombres réols on de
fonctions) se trouvent dans In Note citée de M. Sierpiniski.

3 Cf. R, Baire: Acta Mathematica, t. 30, p. 7.

) Loe. cit. p. 3.
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Lemme IIL Toute fonction f bornée de classe 1 est, dans un
dntervalle. fini, limite d'une suite de polynowes, dont checun est compris

enire les bornes de f.
Soit, en effet, 4 <Cf(x)<< B, pour a<gx < b; flx) = limf,(x),

ol f,(x) sont des fonctions continues dans (a, D).
n étant un nombre naturel donné quelcongue, posons

. ) B—4 "B—4
Pul@) =fo@), 81 A+— = <A@<B— =

@) =4, s ful@) <A+ Bg

H
- : ; B—4
P.(x)=DB, si [f(x)>B-— ;

M

les fonctions @,(x) seront évidemment continues, et nous aurons

B — i
1) e U e
et
(2) lim @, (%) =f ().

Or, d’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe pour la
fonction @,(x), continue et bornée dans (a, b), un polynome P,(x),
tel que '

i B4
(3) | @a(#) — P,(x) <-—n , pour asgas{b,

ce qui donne, daprés (1):
A< Px) < B;
or, daprés (2) et (3) nous avons:

lim Py = f(2);
la suite de polynomes P,(x)(n=1, 2, 3,.. .) est done la suite cherchée.
Lemme IV. A ¢t B dlant deur wombres réels finis, flx) une
fonction de classe a, telle que A< f(x)<IB, et ¢,(n=1,2,3,...) une
suite convergente vers 0, il existe towjorrs wne suite f,(x)(n=1, 2, 3,..)
de fonctions de classes < e tendant vers f(x) et telle que

A+ (B—d)e, < f,(#)<KB — (B—A)e,, pour 2=1,2,3,...
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Soit, en effet, @,(x)(n =1, 2, 3..) une suite infinie de fonctions
de classes << a ayant f(x) pour limite. Pour obtenir la suite Sl
satisfaisant aux conditions de notre lemme, il suffira, comme on voit
sans peine, poser '

Flz)=gu(m. si A+(B— A)e<p,2)<B—(B—4)e;

fﬂ("r) =4+ (B_ ‘_I)su'! s1 tpn(x,] < A4 T (H_ A)'S‘n?
et
fxj=B—(B—4)&, si g, (z)>B—(B—A4s,.

Lemme V. Toute fonction f(x) (finie ou non) de classe a peut
étre considérée comme limite d'une swite fi(x){(k=1, 2, 3,...) de fonc-
tions de classes < a, telles que

. i as 1
(4) feml®) — filr) < skgp. (n=1,2,8,...)

» étant un nombre naturel quelcongue donné & avance, et & k=1, 2,.)
des nombres positifs tendant vers 0.
Démonstration. Soit f(z)=Ilim ¢,(z); el ¢,(x)< al). D'aprés

le lemme I nous pouvons supposer
() : . () < n

Posons @, () == 0; nous pouvous alors éerire

(6) f@) =Y guilx) — 9]

Selon (5) nous aurons "

(M Popr () — @ (2) < Qupniz) + @z K20+ 1
Remplagous maintenant tout ferme @, () — cp,,(m) de la série

(6) par ume somme de p(2n+1)* termes done chacun est =

@ﬁ;_gi—i—li;w’ et désignons par f,(x) la somme de k premiers
termes de la série ainsi obtenue, Nous aurons évidemment cl 7, (z)<la,

lim 7, () = f{=), et, daprés (7):
I (p"k-i-l (‘I’) - ‘pn;f (x) | 1 1

@ =S = e S e p

1) Noung désignons, suivant M. Lusin, par le symbole cl f{x) la classe de la

fonetion f{x),
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olt #,(k=1, 2,...) est une suite infinie de nombres naturels, crois-
sante indéfiniment avec k: done, en posant g, :_71, nous
p(2n+1)

aurons l'inégalité (4), ce qui prouve notre lemme.

Théoréme, 1° Toute fonction f(x) de classe a est une somme
dune série transfinie de polynomes de type ©°. i

20, Si f(x) est une fonction bornée de classe @ et k un nombre
naturel donné, il exriste une série transfinie de polynomes de type w®
ayant f(x) pour somme, ¢t telle que toutes ses sommes partielles sont
comprises entre les hornes de f(x), powr z <k .

Démonstration. Dans le cas e =1 les deux propositions
résultent du théoréme connu de Weierstrass et du lemme IIL

Soit maintenant ¢ un nombre ordinal donné quelconque, 1<Ca << Q2
et supposons que les propositions 1° et 29 sont vraies pour tout
nombre ordinal &< a: nous prouverons qu’elles seront encore vraies
pour le nombre a.

1°. Soit f(x) une fonction quelconque de classe a, et soit

fle)y=Ilimft, (x); eclf(fr)=@a, <e; a <<t <@<<...

n=oc

D’aprés le lemme V, nous pouvons supposer
Jup () — f(1) K&,

ot g,(n=1,2,3,...) est une suite, telle que lime, = 0.

La proposition 2° étant, par hypothése, vraie pour § <C @, nous
pouvons éerire, en posant f,(x)= 0:

(8) funl®) — fild) =3 PP(a),
L ¥

ot P(x)(f < wh, n=0,1.2_. ) sont des polynomes, et ol
nous AVODS '

| .
(9) : Sf’é“](x”gsﬂ, pour y<Z w%t et x| s{n
Soit maintenant 8 un nombre ordioal donné queleongue < @*: on

voit sans peine que § peut étre écrit (d'une fagon unique) sous la
forme

="+ & 4 ..+ 0%+

ott # est un nombre naturel ou 0, et y un nombre ordinal < w1
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Posons, pour tout &< a:

(10) By(#) = Stipitit bty (£) = Fol®) + 2 Py ().

g=y
De (10) résulte sans peine que Sg,(x)— Sy(x) sont des polynomes,
pour § < w® Done

(11) DS (@) — Se(=]
est une série de polynomes de type w*: démontrons qu'elle a f{x)
pour somme. '

Or, soit x, un nombre réel donné, & — un nombre positif donné
quelcongue. D’apres lim 7, (x) = f(x} et d’aprés lim &, = 0, il existe

un indice N =z, , tel que

: £ £ .
(12) Jaxy) — Fulx) | < 57 et ¢, < g: bour = = N
D’antre part, d’aprés (9), nous avuns

(13) ZP_E")(Q?O) | <¢, pour p<wnH et nz N

=y
Les formules (10), (12) et (13) donnent done:
(14) | Suppretotatng, (@) — flm) <& pour nzz N, y <o

Posons g= ™ + 0™+ ...+ o™ daprés e, < a, pour n=1, 2,...,
nous aurons, comme on voit sans peine, u < w* Or, pour §=w"+
+ ot oty > et o™+ .+ w*r=y, nous avons évi-
demment » 2= N, done, daprés (14):

Sﬁ(%‘o) —-Jf(x) <& pour u <0

ce qui prouve que lim S:H(x.j = flx,), done que
feo® '

S [Beintan) — Sylo)] = /(o)
e '
La summe (11) est done égale & f{x) pour tout x réel, ce qui

prouve la proposition 1°
24, Soit AT f(x)<{B, el fr)=0q, fx)=lim 7 (x), el f, (x)=a,<«a,
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et soit k¥ un nombre naturel donné. D’aprés les lemmes V et IV,

nous pouvons supposer
13) |fiu (@) —Sfix) | <e, < B— 4, pour »=1,23,...,

lim g, =0, et

-

(16) A+ (B —A)e, < [.(x) < B—(B—4)e,, pour n=1, 2. 3,..

En conservant les notations utilisées dans la premiére partie de
notre démonstration, nous aurons la formule (8) et nous pourrons sup-
puser (d’aprés Phypothése que la propusition 2° est vraie pour §>> a):

(17) éZPg"(.‘r) | <K&, pour y << o'h(r=0,1,2..) e z|<k
gy '

Les formules (10), (16) et (17) donnent:
A+ (B—4d)e, —&, << Sﬁf_.n) KCB— (B—A4)e. + &,
do-nc, d'aprés &, < B— 4:
A < Sg(x) << B, pour f< g, c. q. f. d.

Notre théoréme est ainsi démontré par linduction transfinie.
Théoréme inverse: La somme d'une série transfinie de polyno-
mes du type o® + y, ot y + 01, est une fonction de classe < .
- Démonstration. Faisons d’abord la remarque suivante. Si
la somme de toute série transfinie convergente de polvnomes de
type »” est une fonetion de classe <Je, la somme d’une série trans-
finie de polynomes de type w* + y, ol y<Tw**!, est de méme une
fonction de classe sCa. En effet, d’aprés y<Zw™, il existe un
nombre naturel », tel que w* + y = 0> .n + y,, ol y, < w*, done

St =B@ + Y P@) + ...+ JPa)+ Y Pela)

o
S0ty Lz wr=t<u®.2 o N=tco®n o =t ot

Chacune de n+41 sommes & droite étant une série transfinie de
type ®* 1), done, d’aprés V'hypothése, une fonetion de classe <Ca,
leur somme est une fonction de classe <e (d'aprés le théoréme de
M. Baire sur les sommes finies de fonctious de classe <{a). Notro

) La derniére série & droite peut étre complétée 4 une série de type o par
I'adjenction des termes =0,
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remarque est ainsi justifice. 11 en résnlte qu'il suffira de Jdémontrer
notre théoréme pour les séries de type w™.

Piur @ =1 notre théoréme est vrai évidemment. Supposons
qu'il est veal pour £ < @, ¢ ¢tant un nombre ordinal donné < Q.
Deux eas sont possibles: ;

1) a = f + 1. Considérons les sommes partielles

b‘m-ﬂ (x :‘? & ﬁ}fg-ﬂ (x)T s Sf.’)r -h (‘T)? b ‘;
notre théoréme étant par hypothése, vrai pour < @, nous avons,

en vertu de notre remarque: el S g,<C @, done

el Soz)=cl[lim S, (%] <P+ 1=«

2) @ est un nombre de seconde espéce, soit ¢ =—Ilim a,. Les
sommes partielles S a(x), S w(2),..., Sy % 1,%(2) sont,
d’apres Thypothése, de classes < a. done

el Sa(x) =el [lim S, 2y oep. yomfx)] e, o q £ d
=00

Notre théoréme est ainsi établi. Remarquons gu'on pourrait dé-
montrer par un raisonnement analogue qu'une somme dune série
transfinie de tvpe @* + 9 1y < @*"1) de fonctions de classes <Cf est
une fonetion de classe sCe + f.

Moscou, le 13 décembre 1922,
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